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第 一 章 集合 ”关系 


本 划 介 绍 一 些 必要 的 预备 知识 ， 包 括 集 合 ($1.1)., 映 
射 ($ 1.2) ,关系 ($1.3) 等 基本 概念 及 其 性 质 ， 进 而 讨论 等 
价 关系 与 集合 的 分 类 (§ 1.4)， 最 后 介绍 选择 公理 ($1.5).， 


$1.1 集 会 


所 谓 一 个 集合 是 指 具 有 某 一 特定 性 质 的 事物 (或 对 象 ) 的 
全 体 ， 这 是 数学 上 的 一 个 最 基本 的 和 概念， 通常 只 用 它 的 各 种 
同 义 语 来 解释 ， 而 个 用 比 它 更 简单 的 概念 来 定义 ， 

组 成 一 个 集合 的 每 个 事物 (或 对 象 ) 叫做 这 个 集合 的 元 宫 
(简称 元 ) . 

一 般 用 大 写 拉 丁字 母 .A，8B， C, ”到 示 集合 ， 用 小 写 
拉丁 字母 ，，656，c，、'""… 表 示 元 索 ， 若 a 是 集合 A 的 一 个 元 素 ， 
则 说 a 属于 A4( 或 阁 A 包 含 0)， 记 作 g€.4A( 或 音 A3a)， 若 a 不 
是 集合 4 的 元 涌 ， 则 说 a 不 属于 4 (或 者 A 不 包含 49)， 记 作 
caE4( 或 音 43a) 。 

所 谓 给 定 一 个 集合 ， 就 是 规定 这 个 集合 由 哪些 元 素 组 
成 。 通 常 的 方式 有 两 种 ， 一 是 列举 出 这 个 集合 的 全 部 元 罕 ， 
二 是 给 出 该 集合 的 元 素 所 具有 的 特征 性 质 。 例如 

| A= {1, 2, 3, 4, 5} 
表示 由 1，2，3，4，5 五 个 数字 组 成 的 集合 ， 


4 了 多 


如 = {x| x 是 整数 ,是 x 之 4} 
表示 由 大 于 或 等 于 4 的 所 有 整数 组 成 的 集合 。 当 写 出 着 干 个 - 
元 素 就 可 以 看 出 该 集合 的 组 成 规律 时 ， 可 用 “^…” 表 示 其 余 的 
元 过 例如 

N={1, 2,，3, 4, *…*} 
表示 由 全 体 自 然 数 组 成 的 集合 ， 
Z={0， 土 1， 土 2， 土 3， 土 4,，…*} 
表示 由 全 体 织 涩 绰 成 的 刀 人 

只 含有 队 多 个 元 素 约 实 合 叫 做 有 限 语 ;否则 ， 称 为 无 限 
集 ， 例 如 上 人 面 的 .4 是 有 限 集 ，B8，N 及 ZZ 都 是 无 限 集 ， 

不 含 任 何 元 素 的 呈 合 叫做 空 集合 (简称 空 集 )， 记 作 儿 ， 
例如 集合 
{(xIxEZ, Hx:=11)} 

就 是 一 个 空 集合 ， 

若 集 合 A 与 集合 B 所 包含 的 元 崇 完 全 一 样 ( 邮 x€ A 所 > 
xE€B), 则 A 与 8B 实质 上 表示 的 是 则 一 个 集合 ， 这 时 说 A4 和 B 
为 集合 相等 ， 记 作 A=B. 

若 集 合 B 的 每 一 个 元 烷 都 属于 集合 4， 则 称 8 是 .A 的 子 集 
(或 者 4 是 B 的 扩 集 ),， 记 作 BSA( 或 者 4 三 8)， 读 做 “B 含 
于 A” (或 者 “4 包含 8?) ;否则 ， 就 说 8 不 是 4 的 子 集 ， 记 作 
BA( 或 者 A 名 B)， 

空 党 合 好 被 认为 是 任何 一 个 集合 的 子 集 。 

车 8B 是 .4 的 子 集 ， 但 .4 去 了 B， 则 称 8 是 4 的 真子 集 ， 记 作 
BCA( 或 者 A 汪 B)， 

根据 定义 ， 对 任意 集合 4 和 B， 显 然 有 

ACB<—>YxE€A,， 必 有 x E28B， 


A 和 BGG>jxEA， 使 得 x 8B; 
A=B€©>ACSB 日 SELL 

下 面 介绍 集合 的 几 种 运算 。 

给 定 集合 4 与 互 ， 由 一 切 既 属于 4 又 属于 万 的 元 素 组 成 的 
集合 则 做 A 与 B 的 交集 (或 交 )， 记 作 4 门 B; 由 一 切 属 于 4 或 
者 属于 8B 的 元 泰 组 成 的 集合 叫做 4 与 B 的 并 集 ( 或 并 )， 记 作 
4U2; 由 一 切 属 于 4 但 不 属于 已 的 元 素 组 成 的 集合 叫做 .4 与 瑟 
的 状 保 (或 盖 )， 记 作 4- 了， 坪 别 ， 若 中 是 4 的 子 集 ， 则 差 
集 4 一 BRU 做 B 在 A! 鸣 余 焦 ( 或 补 集 )， 记 作 B4 (在 不 致 于 混 
认 时 ， 也 可 简 记 为 8B’)。 即 

ANB={x|xEA HB x€B), 

AUB={x|xEA 或 x€B8B), 

A-B={x|xEA 但 xEB}. 
集合 的 让 三 种 运算 可 用 图 形 案 示 如 下 ， 


集合 的 运算 满足 以 下 算 律 ，; 
定理 ] 住 意 给 定 集 合 4，B，C， 则 有 
(1)ANA=A，AUA= /A;( 完 等 律 ) 
(2) 4NB=BNA4，AUB=BUA;( 交 换 律 ) 
(3) AN BNC) = (ANB) NG, 

AU (BUC) = (4 UB) UC;( 结 合 律 ) 


(4)4nC4UB) =4UCnB) = 4; (吸收 律 ) 

(5) AN (BUC) = (ANB) YW (ANO), 

AU (BNC) = (AUB) NCAUC);( 分 本 律 ) 

(6) 若 ASCSC， 则 AU (BNMmMC) = (4UB) 人 阁 C;( 模 律 ) 
车 4，B 是 站 的 子 集 ， 则 

(7)ANY= 02, AUSY=4, 

ANX=A，AUA 六 = 六 ;( 沁 界 ) 

(8)4n A’ = 区， 4U4 = 人 3; (互补 性 ) 

(9) (A = A; (对 - 合 律 ) 

(10) (ANB)’= A*UB’, (AUB)’= A’'NMB’. 

(De Morgan 律 》 
其 中 会 集 销 指 在 六 内 的 余 集 ， 

证 我 们 仅 证 (5) 、(10) 中 的 第 一 式 , 其 余 留 作 绿 习 ， 

设 xEAN (BUC), WxE AHxXEBUC. 出 XEBUC 知 
xEB 或 者 xEC。 再 由 XE .4 知 xXEANMB 或 xEANC, BxE 
(ANB)UCANC), 反之 ， 设 xECANB)U(ANC)， 则 x 
<E ANB 或 老 xEANC， 即 xEA 有 xE€B 或 者 xE 4A 有 8 xE€L.、 
无 论 哪 种 情况 ， 均 有 x€ .4 有 xEBUC， 即 x€E AN (BU OC). 
因此 (5) 中 第 一 趟 成 六. 

设 XYECA4NmNMB)’， 则 xEX,， 但 xEAN2B. 由 xE€EANB 
HIx 忆 4 或 省 xEB， 再 由 xXCX 知 xEA’ 或 戎 xxEB ， 风 xc 
A’'UB’， 反 之， 设 xXE.A’ UB’， 则 xEA’ 或 XEB’。 由 xc 
A’' 知 XEX 有 xEA; 由 xEB' 知 xEX 且 xEB. 无 论 哪 种 情 
况 ， 均 有 xEXHxEANB， 即 xE€ (4 从 B83)’， 因 此 (10) 中 
第 一 式 成 立 . 目 : 

设 4，B 是 两 个 集合 ， 若 4NMB= 名 ， 则 说 A 与 8 不 相 


居 和 ，。 


交 . 
集合 的 交 ,并 概念 可 以 推广 到 任意 多 个 集合 上 去 . 给 定 
一 族 集 合 A,(i EI，I 是 下 标 集 )， 定 义 集合 旋 {A4 沙 ET} 的 交 
为 z 
人 4={ 人 xiYVIET xE€EA,), 
合 族 {-4， 1E 万 的 并 为 
,VU A,={x| 3i€EL, x€ A 
当下 标 集 = {1，2， …，7} 是 有 限 集 时 ， 上 述 交 ,并 也 可 记 
从 


(1 4.= .A410 4A,N NA,, 


U 44 U4 U A,. 


若 下 标 集 7 = 凶 是 空 集 时 ， 规 定 
4 4 , 4.=, 
其 中 凶 表 示 在 我 们 针 论 的 范围 内 ， 由 所 有 的 对 象 组 成 的 集合 
( 称 为 万 有 集合 ). 
多 个 集合 的 交 、 并 满足 以 下 算 律 ， 
定理 2 设 {4,11E71} 是 任意 集合 族 ，I 是 下 标 集 ， 
(1) 若 T,(tE€7) 是 1 的 子 集 ， Hi= U 1,。 则 
站 CM A) = A,, U CU A = A,s 
和 (一 般 结合 律 ) 
(2) 若 A 是 任意 集合 ， 则 
Afl(U ,AAD =U (A A,), 
4U00 A) = N (AUA); (无 限 分 配 律 ) 
(3) 设 X 是 万 有 集合 ， 余 集 央 指 在 内 的 余 集 ， 则 


ee BB e 


(站 4) =U 4 ( A)’=N A,'， 
和 (De Morgan 律 ) 
证 明 留 作 练 习 . 
由 集合 A 的 所 有 子 集 弓 成 的 集合 叫做 4 的 圳 全 记 作 
了 P(A) (或 24)， 即 
P(A)=1{BI BEA}. 
例如 设 4={a，&5，c}， 则 
P(A)= {G2, A, {a}, {6}, {c}, 40,6}, {a,c}, 
{b,c})}, z 
包含 2 = 8 个 元 索 ( 即 A 的 子 集 )， 一 般 地 ，w 元 有 限 集 的 贿 集 
所 含 元 素 的 个 数 为 


GO 
设 41,，As，*…，A。, 是 任意 7 个 集合 ， 由 所 有 的 有 六 元 
素 组 (cl，c，…，as) (aiE A，1 志 i 志 n) 组 成 的 集合 叫做 
4A,, A,, …*4 的 笛 卡 尔 积 (或 震 加 氏 积 ) , 记 fE 4 Xx A, xX». 
xA,( 简 记 为 [| 4,)， 即 
A x AsX x A,={(a1s02s "0,) | a: EA 1=1,2, 
oo. n}. 
其 中 两 个 元 条 (ai， Gy9 Gn) 与 (01，D2，…，D) 说 是 相等 
( 记 为 (Ql， Qs ， 41) = 二 (0 602%，0;)) 当 且 仅 涩 a= 
pi=1，2，…，1， 史 对 应 的 分 量 相 同 。 例 如 在 一 个 平面 
上 取 定 直角 坐标 系 后 ， 每 个 点 可 用 它 的 坐标 表示 ， 这 时 该 平 
面 上 所 有 点 的 集合 可 以 看 作 是 实数 集 人 和 具有 号 作 的 加 氏 积 
RxR={(x, YIxER, yER}Y 
集合 的 笛 卡 尔 积 的 概念 可 以 推广 到 任意 (无 限 ) 多 个 集合 


。 6 ee 


5 i i ma ee ee 


上 去 。 


练 本 


1. 设 A={x|xER,|xl>5},B= {x |xER,- 6<x<0}, 
求 40B，AUB8B，A-~-B，B-A， 并 用 图 形 表 示 . 
2. 证明 ， 对 任意 集合 4，B， 
(1)AESB<>AUB= BEQ>ANB=A,; 
A 
设 A={x|xEZ，x:-3X+2=0}， 写 出 P(4)， 
1 BB 是 两 个 集合 ， 称 (4-B8) U (B8- A) 为 4A 与 B 的 
对 称 差 。 证 明 ， 
(A-B)U(B-A)= (AUB)- (ANMB). 
5,. 人 秆 正本 节 定 理 1 和 定理 2， 


$ 1.2 上 喘 射 代数 运算 


议 A4，B 是 给 定 的 蕊 个 集合 ， 所 谓 4 到 8B 的 一 个 映射 是 
指 一 - 个 对 应 法 则 wp， 俩 得 对 于 每 一 个 cE4， 依 此 法 则 唯一 确 
定 一 个 GE 与 之 对 应 。o“ 叫做 co 在 p 下 的 象 ， 记 作 w(c) 5 
做 a 的 一 个 原 象 (或 震 道 和 象 ) ，4 电 做 p 的 定义 域 ， 互 呆 做 0 的 
什 域 。 上 述 事实 通常 记 作 
0 A—>b, 
Qa 
其 由 ah-*a (或 9 (a) =a/) 表 示 具 体 的 对 应 法 则 ，a 人 代表.4 中 任 
石 三 4， 称 如 的 子 集 


人 


0(S) = {p(a)laES) 
为 9 在 0 下 的 象 . 特别 ， 称 p (4) 为 耿 射 2 的 象 ， 记 作 Img. 
厦 了 竺 8B， 称 A 的 子 集 
p17)={x|IxEA HB v(x) ET} 
为 了 在 9 下 汐 完 全 原 象 ， 当 了 只 含 一 个 元 守 1 时 (这 时 了 了 = 人} 
叫做 单元 集 )， 则 2 一 ({) 简 记 为 -对 任意 的 了 三 D， 
显然 有 
0 (7 ) = 1(t). 
gp A4->BS%: CDD 称 为 映射 相等 ( 记 作 p = 区 ) 当 且 仅 
当 A=C, B=DHo(a) =Y(a), YaE€EAd, 
例 1 设 A4={a, 6,，c}, B={1，2，3，4}， 则 . 
ff a1, bl1, cho2 
是 .4 到 妃 的 映射 ， 且 Im = 了 (4)={1,，2}, 1(1) = {a, 6b}。 
但 
9g9; dhHF>1， ph 一 2 
不 是 4 到 必 的 也 射 ， 因 为 c 在 9 作用 下 设 有 家 ， 
例 2 设 A4=Z2( 整 数 集 )，B= NN( 目 然 数 集 })， 则 
pt nn|i+1 与 $: ns n+1l 
都 是 4 到 8B 的 映射， 并 且 g =y。 但 
A: nn| 
不 是 4 到 B 的 映 喘 ， 因 为 0 € .4 在 入 作用 下 的 象 不 在 B28 中. 
例 3 设 A4A=B=Z( 整 数 集 )， 则 
ps nntl1 与 YY; nm2n 
都 是 4 到 8B 的 爱 册 ， 但 是 9g 才 . 
例 4 了 世 4 是 任意 集合 ， 则 
lss ch?a (YaEd) 


是 4 到 .4 的 一 个 喘 射 ， 叫 做 4 上 的 单位 映射 (或 者 熏 等 映 
高 ). 

设 9 是 A 到 8B 的 一 个 映射 ， 车 所有 时 必 有 g(a) 羡 2 (6)， 
Ya, bEA, 和 记 作 wp，4 一 了 3 若 
对 任意 5 EBDB， 均 存在 cE.4， 使 p(c) = D 人 好 已 的 

一 个 满 射 ， 记 作 92:。， -4 一 隔行 9 既是 单身 ， 又 是 泪 射 ， 风 
称 9p 为 双 射 (或 者 一 一 映射 )， 记 作 g: A<- 一 >B. 易 风 是 单 
射 当 有 卫 仅 当 YPED，92- (0) 是 单元 集 或 空 华 ;9 是 满 射 当 且 
仅 当 Lmg = 万 . 

例 1 中 的 了 了 既 不 是 单 有 对， 也 不 是 六 = k=gf f 


满 丑 ; 例 2 中 的 2 与 细 是 满 射 ， 但 不 是 
单 射 ; 例 3 中 的 % 是 单 射 ， 但 不 是 满 射 ， 入 他 
例 4 中 的 14 与 例 3 中 鸭 g 此 为 双 射 . 


给 定 集合 4,B,C 及 上 觅 射 f/， A 图 1.2.1 
B，g: B->C， 由 f/，g9 人 确定 A 到 C 的 一 个 映 瑞 
h: -4 一 ->C 
a g(f (a)) 


人 敌 f 与 9 的 上 映射 合 威 ， 记 作 h=g*f( 或 gf 有)， 风 有 (a) = 
gfa))，VacE-4。A 可 用 贺 1.2.1 卖 示 ， 

映射 的 合成 具有 以 下 性 质 ; 

定理 1 设 j/:; A->p，g: B>C，h: CLC 一 D， 则 有 

(1)he (ge f) = (9) 

(2)f°14=f, 1 =/ 

证 〈1) 显 然 &.C9g"D) 与 (he 9) 了 有 相同 的 定义 域 4 和 值 域 
悄 ， 并 且 对 任意 的 a€ 4， 

(he (ge f)) (a) =h((gef) (a)) =h(g(f (a))) 


人 二 i 


= (hg) (f(a)) = ((he 9) +f) (0), 

关 此 hh.(g*:f) = (hg)*f, 

(2)f*14 与 的 定义 域 均 为 4， 值 域 均 为 B， 并 且 对 于 任 
意 的 cE 4， 
(f.1) (a) = f (14(0)) = Fo)， 
因此 了 .14= f， 问 理 可 证 1s*1=f. 目 

及/ A->B， 六 和 存 作 9: B>A， 使 gf=14,: 则 称 了 是 
左 可 逆 亲 ，g 叫 做 fj 左 逆 映射 ; 阁 f*g = 1;， 则 称 f 是 右 可 道 
的 ，9 岂 做 的 右 闻 遇 喘 ; 浴 f 既 是 左 可 逆 的 ， 又 是 有 有 可逆 的 ， 
风 称 fj 是 可 这 的 . 

右 f: A>B 是 可 逆 的 ，g，9 分 别 是 1 的 左 逆 映射 和 和 右 北 
也 里 。 出 定义 知 g' f=14，f*g =1s， 于 是 有 

g =14°9 =(g°1)*g9’ =g*(f*g’)=9g:1,=9. 
因此 ;的 左 、 右 首 映 射 相等 且 唯 一 ， 称 此 唯一 的 映射 为 /的 道 
映射 ， 记 作 广 :显然 有 

三"f=1， 六 六 =1l (f/f )- =1/. 

车 fj: A->B 仅 是 左 可 逆 的 (或 有 有 可逆 的 )， 则 ff 的 左 逆 映 
射 ( 右 逆 鼎 射 ) 示 必 唯一 ， | 

下 看 的 定理 给 出 了 ( 左 、 右 ) 可 逆 映 射 的 等 价 条 件 ， 

定理 2 给 定 奠 出 了 ; A->b, 则 

(1) /是 左 可 逆 的 所 > 是 单 射 ; 

(2) /是 右 可 逆 的 所 > 卫星 满 射 ; 

(3) 1 是 可 逆 的 入 > 是 双 射 。 

证 《1) 这 /是 左 可 站 的 ， 妈 存在 9，2->4， 使 gj= 14. 
痢 有 Qs a2 cd f(a) = f(a;), 则 有 

ai=1l(a)=(gj(al) =g(Cfc))=gCac)) 
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= (defj)(az)=14(a:) = 029 
因此 /是 单 射 。 反 之 ， 设 /是 单 射 ， 取 定 一 个 元 素 ooE 4， 定 
义 驳 射 9: B—4, 使 得 对 任意 6 € 8B， 
sm =| 车 习 o€ A， 使 f(a) =b 
qo。 若 b。 EB-f(4). 

则 g* f= 14， 即 /是 左 可 逆 的 . 

(2) 设 f 是 右 可 人 这; 汐 ， 即 存在 g，B->A4， 使 得 f*9 = 15. 
对 任意 0€ BB， 和 有 =las(o) = (jf*g) (60)=f(g(6)), g9(0) EA 
办 此 ff 是 满 对 ， 反 之 ， 设 /是 满 待 ， 则 对 任意 6 €B，f1(6) 夺 
如， 取 定 一 个 元 罕 a,€ -1(8)， 并 令 g; ba， 则 9 是 B 到 4 
的 一 个 映射 ， 并 且 f.g=1s， 因 此 f 是 右 可 六 的 . 

由 (1) 和 (2) 直接 可 得 (3) 、， 国 

利用 映射 概念 可 把 集合 的 第 卡尔 积 推广 到 任意 多 个 集合 
上 去 ， 先 考查 两 个 集合 41，4, 的 笛 卡 尔 积 A1 Xx A,,T= {1，2} 
是 下 标 集 ， 对 于 每 一 个 (ag，&%) E41 x .A4,， 唯 一 确定 1 到 
AiU 4 的 一 个 映射 fj 满足 f(1) =a1€41,f(2) = a €4,. 
反之 ， 对 于 每 -一 个 映射 f; I->A1U A,， 满足 f(1) € 4 
f(2) E A, 则 唯一 确定 41 x 4 中 一 个 元 素 (a，cz)， 其 中 ai = 
f(1)，as= f(2)。 因 此 满足 上 述 人 性 质 的 映射 同 .41 x 4 的 元 素 
之 间 存 在 着 一 一 对 应 。 我 们 自然 地 可 把 集合 的 笛 卡 尔 积 推广 
如 下 ， 

设 {4, 7E 刀 是 集合 族 ,T 闪 凶 是 下 标 集 (有 限 或 无 限 ) 。 
定义 诸 A,(iE7T) 的 笛 卡 尔 积 ( 或 加 氏 积 ) 为 集合 

{f 1f:1>U 4A。 满足 1(i) € A， YiE€7)， 


记 作 工 4. 


显然 JE 了 4 完全 由 它 的 象 {f (2) IEG 7 所 确定 . 若 令 a 
。11 ; 
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= (中 ,我们 常 把 / 同 集 {a, ] 1€7} 等 同 看 待 。 这 样 当 = {1， 
2，…， 直 是 有 限 集 时 ， 上 述 定义 同 $ 1.1 中 的 定 义 是 一 致 
的 . 特别， 若 有 某 一 个 4,= 名 (iE7T)， 则 I A.= 他. 

利用 笛 卡 尔 积 可 以 表述 并 证 明 集 合 的 交 . 并 运 算 满足 完 
全 分 配 律 。 

定理 3 给 定 集合 族 {4 7E7 7ET}，75S70GE7) 
0 

(1) Nt U ‘A,s} = UUN A lf ETL Ds 


ter 了 


NA NY Anal f ET 


证 (DxE Nt 出 4 VY iE XE U 4 
此 存在 疡 E7， ( 取 定 )， 使 xE4，， 令 / i (VIED), 
则 

f€ J 且 xE Ls, 

于 是 XC Ut Aisw lf E II 7',}, 

反之 ， 设 

xEU CN A ,#0) | 1EIL T,}, 
则 存在 / E A 使 xE 人 A,,s 0) 因此 对 任意 1€7D 
XC A YM As 
于 是 XEC Ti U A,,,}. 
iter jeTs 

改 (1) 成立. 

(2) 的 证 明 留 作 练习 ， 卓 

下 面 我 们 介绍 代数 运算 的 概念 ， 

设 A 是 一 个 非 空 集合 ，4x 4 到 A 的 一 个 里 册 f 叫做 4 的 
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一 个 代数 运算 ， 即 对 于 4 中 任意 两 个 元 c，2， 唯 一 确定 一 个 
元 cE4， 使 Fa，p) =c， 可 记 为 ap=c( 或 o= 0). 

例 5 设 Q 表 示 有 理 数 集合 ， 则 通常 数 的 加 法 、 做法、 乘 
法 都 是 Q 的 代数 运算 ，。 但 除法 不 是 Q 的 代数 运算 ， 因 为 雪人 不 
能 做 除数 . 

例 6” 设 4 是 任意 集合 ， 则 集合 的 交 , 并 都 是 4 的 硕 集 
六 (4 的 代数 运算 

代 效 运算 的 宾 念 这 ` 可 以 扩充 ， 设 4 是 一 个 非 空 集合 ，% 
是 自然 数 ，4x4x…x4( 个 4 的 加 氏 积 ) 到 4 的 映射 
做 4 的 一 个 2 元 运算 . 

带 有 若 于 个 (mn 元 ) 运 算 的 非 空 集合 4 称 为 一 个 代 数 系统 
(或 代数 系 ) . 若 “,”, “*? 是 4 的 二 个 运算 ， 则 代数 系 4 通常 
记 作 (4，。，=*) 

例如 上 面 例 5、 例 6 中 ，(Q，+，-， x) 和 (2P(4)， 
几 ，U，”) 都 是 代数 系 。 群 ( 半 群 ) 是 带 有 一 个 代 数 运 算 的 
代数 系 , 环 ( 域 ) 是 带 有 两 个 代数 运算 的 代数 系 ， 


练 习 


1 . 设 广 4 一 已 ， 证 明 ， 
(1) 对 任意 匀 忆 4，Y 忆 BB， 有 
fi(f (KX))DOX, ff-i(F)) EY,; 
(2) 对 A 的 任意 一 个 子 集 族 {X, |iET}， 有 
1 (UA) = Vf A, (NA SENNAD; 
(3) 对 B 的 任意 一 个 子 集 族 {Y 1i€1}， 有 
三 (UY,) = Uf 1(Y,), f° (NY = Nf (0. 
2. 设 fj: A->B，g; B>C， 证 朋 ，- 
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(1) 若 户 _g 均 为 单 射 ( 满 射 )， 则 9g. /为 单 射 ( 满 射 )， 

(2) 若 g. /为 单 射 ( 满 射 )， 则 /为 单 射 (g 为 满 射 ) 

3. 举 例 说 明 兰 f，A4>B 是 左 可 逆 的 ( 右 可 逆 的 )， 其 左 北 
映射 ( 右 逆 映 射 ) 未 必 唯 一 . 

4. 补 证 本 节 定理 3. 


$1.3 关 系 


本 而 介 绍 一 个 比 映 射 更 广泛 的 概 份 一 一 关系 ， 

给 定 n 个 集合 41，A,,…，A,n 是 目 然 数 )， 称 加 氏 积 4 
X 4x…X4d 的 于 集 作 为 集合 4，4，…，-44 同 的 一 个 ?元 
关系 ， 各 (al，a "a,) ER(aEA, i=1, 2, ,1)， 
则 称 有 序 元 案 组 a1/，as，*…，a, 具 有 关系 RR 记 作 (a!，as， 
下， 0.) 情 ; 否则 ， 就 说 Q1，Q4;，*，…，4a， 不 其 有 关系 卫 ， 记 作 
《al ,0 ，… >a.) R. 

特别 ， 当 4=4= 和 =4=4 果 ， 则 称 忆 为 集 合 4 上 的 
一 个 n 元 关系 .今后 我 们 讨论 最 多 的 是 集合 4 上 的 二 元 关系 
若是 4 上 的 一 个 二 元 关系 RSAXA)，(al，az)R 也 可 
记 作 aiRass (ayas) 慌 也 可 记 作 ai 有 ac， 显然 对 任意 的 a,06€.4， 
或 者 Rb6， 或 者 aRR5， 二 尘 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 

例 1 设 4=R (实数 集 )，R1=1{(a,，6)ja,，65ER，,， 且 
6-a>0},R,={(a,6)| a,p ER,a +1}, 则 OR 与 RR, 者 是 
实数 集 人 上 的 二 元 关系 。 对 任意 aspER,cKi0 当 且 仅 当 a<<23; 
cR:0 当 且 仅 当 平面 上 的 点 (ayo) 位 于 单位 圆 内 (包括 边界 ) . 

”二 元 关系 常 可 用 一 图 形 明 确 表示 出 来 ， 例 如 上 例 中 届 ， 
全, 9 由 图 1. 3.1 表 示 。 
? 14。 


一 一 


图 1.3.1 

例 2 对 于 任意 集合 A, 令 U =4x4， 下 =({tc oa |a 
€ A}，DPD= 名 ， 则 VU，E， 人 BP 均 是 4 上 的 二 元 关系 .其 中 U 
和 做 集合 4 上 的 全 关系 ,EHU 做 集合 4 上 的 和 忻 等 关 系 , BHU 做 
集合 4 上 的 空 关系 .对 任意 的 ，6€ 4， 显然 有 aUb，, aBb， 
并 且 aEb 当 且 仅 当 a=6， 

例 35 给 定 映 射 /， 4 一 8， 令 

R={(a, pb |a€A, bEB, Hb=f(0)), 
则 是 A，BI 间 的 -一 个 二 元 关系 ， 并 且 有 下 述 性 质 ， 

(#) VaE€A; 3|16E€B， 使 得 aRb. 

有 反之， 右 A，B 间 的 -一 个 二 元 关系 R 具 有 性 质 (*)， 规 
定 f;: amb(a€ A4,，6EB 上 且 aRb)， 则 /是 4 到 B 的 一 个 上 映射， 

由 例 3 可 知 集合 A 到 集合 B 的 映射 f 同 4，BI 则 的 具有 性 
质 (* ) 的 二 元 关系 相互 唯一 确定 ， 其 至 我 们 可 以 把 / 同 它 
决定 的 二 元 关系 RR 等 同 起 来 ， 因 此 利用 “关系 ”这 一 概念 可 以 
给 出 上 映射 的 又 一 定义 ;: 

给 定 集合 A 与 B，A 到 B 的 一 个 映射 是 指 4，B 则 的 一 个 
共有 性 质 (*) 的 二 元 关 系 尺 ， 若 oR6 (a€ A4，b EB)， 则 记 作 
太 (a) = 0， 称 5 为 c 在 尺 下 的 象 ，c 叫 做 9 的 一 个 原 象 (或 逆 象 ) . 
特别 ， 依 此 定义 ， 集 合 4 上 的 元 运算 是 指 4 上 一 个 n+1 
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元 关系 R， 具 有 性 质 ， | 

《 兴 共 ) V ai, G2 “**, ds A IIb€E4, 使 得 (gi ， a» 
“> Ca5 DR. : 

下 面 我 们 着 重 讨论 集合 4 上 的 二 元 关系 . 

设 玫 是 4 上 的 一 个 二 元 关系 ， 尺 可 能 具有 -- 些 特殊 性 质 ， 

I 右 xRy，yRz， 则 xRz; (传递 性 ) 

和 若 xXRy，>z 有 yy， 刚 xRzs ( 右 避 比 性 ) 

本” 沾 yRx，yRz， 则 xRz ( 左 可 比 性 ) 

MY 和 契 yAx，zAy， 则 xz ( 逆 传 递 性 ) 

V VxE€A， 3yEA， 使 xRy;( 左 全 性 ) 

WY YyEA: 3jxE€A， 使 XxRy;( 右 全 性 ) 

对 VxEA，xRx;( 目 有 反 性 ) 

时 大 xfy， 则 yRx; (对 称 性 ) 

区 若 Y 有 yy，yYAx， 风 X= y， (反对 称 性 ) 

在 这 些 人 性 质 之 间 ， 存 在 一 定 的 远 辑 联系 . 

定理 1 ” 设 上 是 集合 4 上 的 二 元 关系 ， 则 

(1) 卫 与 V (或 亚 与 可) 草 闻 而 ; 

(2) 开演 置 (或 亚 与 砚 ) 列 定 下 : 

(3) 与 机 编 注 了 下、\]V， 

卫 与 证 缠 池 ]、I\、]V，) 

(4) 与 而 顷 亩 工 、 硬 . 

证 设 再 与 YY 成立 ， 任 取 xE4， 由 V 知 存 让 yE€4A 使 
xRy， 再 由 I( 取 z>=x) 得 xRx， 即 而 成 立 . 同 理 ， 由 亚 与 
I 可 得 钙 ， 因 此 (1) 成 立 ， 设 本 与 放 成 立 ,着 xRy (xm ?6E 
A)， 由 证 知 yRy， 下 由 卫 得 yRx， 见 户 成 立 ， 同 理 ， 由 下 与 
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下 也 可 得 借 ， 故 (2) 成 立 ， 设 I 与 值 成立 . 若 xRy 且 yRz(x， 
y，2ZEA)， 由 错 知 xRy 且 zRy， 再 由 了 得 xXRz， 妈 I 成 并， 
若 yRx 且 yRz， 由 姓 知 xRy 且 yRz， 再 由 卫 得 XRz， 即 焉 成 
立 3 阁 yRx 且 zRy， 由 许 知 XRy 且 zRy， 再 由 工 得 xRz， 即 
成 立 ， 同 理 证 耳 与 鹿 蕴涵 I， 卫 ，， 即 (3) 成 立 ， 设 与 
而 成 立 . 若 xRy， 由 大 知 yRy， 再 由 了 得 yRx， 即 而 成 立 
车 xRy 昌 yRz， 由 诈 知 yRx 且 zRy， 再 由 人 得 xRz， 即 工 成 
立 ， 因 此 (4) 得 证 . 四 

下 面 的 定理 刻 划 了 一 类 重要 的 二 元 关系 。 

定理 2 设 R 是 集合 4 上 的 二 元 关系 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 

(1 全 满足 开 ， 

(2) 环 满足 亚 ， 区; 

(3) 环 和 实 中 上 ， 而 ， 弄 。 

证 由 定 理 ! 易 见 (1) 蕴 肖 (3), 肥 之 ， 设 (3) 成 了 并， 
若 xRy 且 zRy， 由 证 知 xRy 有 yyRz， 再 由 I 得 XRz， 即 工 成 
立 ， 由 诗 显 然 可 得 VY， 于 是 (1) 成 立 ， 故 (1) 与 (3) 等 价 . 同 
理 证 (2) 与 (3) 等 价 . 

最 后 我 们 讨论 二 元 关系 的 运算 . 

设 R， 了 是 集合 4 上 的 二 元 关系 。 作 为 加 氏 积 Ax A 的 子 
集 ， 自 然 可 了 雇 蓄 上 囊 RR,T 的 交集 RNT, 并 集 RUT 及 AR 在 Ax 4 
内 的 余 集 R .它们 世 是 4 的 二 元 关系 ， 分 别 称 作 与 7 的 灾 
关系 (简称 交 ) ,并 关系 (简称 并 ) 及 RR 的 余 关系 或 补 关系 (简称 
余 或 补 )， 若 RST， 则 称 二 元 关系 R 含 于 了 (或 了 包含 KR). 帮 
怀 = ， 则 称 有 与 了 是 相等 关系 . 

下 述 事 实 是 显然 的 : 

1) a(RNT)L<>aRb HB co7 0 


a(RUT)b<=>aRb 或 oTby (Va, bEA) 

2) RCT<=> Ya，0E A，aRb 丝 仿 aTb， 

R=T<>RET EH TER, 

3) uhR’b<>aRb, (Va, bEA) 

RRUR’=U( 全 关系 )， 了 站 R = 人 @( 空 关系 )， 

二 元 关系 的 交 、 并 运算 也 可 已 推 广 到 任意 多 个 二 元 天 系 
上 去 ,并 且 相 应 于 集合 运算 的 诸 性 质 ($ 1.1) 在 这 里 均 成 立 . 

下 面 定义 二 元 关系 铭 积 ， 它 是 机 射 合成 概念 的 推广 . 

设 R， 了 是 集合 4 上 的 二 元 关系 ， 所 谓 R 与 7 的 关系 积 ， 
记 作 RT， 是 指 如 下 定义 的 A 上 的 一 个 二 元 关系 : 

Vx, yEA, XRT) vyE> I2EA， 合 xRzHz7 yy， 

关系 各 从 有 下 述 性 质 : 

定理 3 设 R，S， 了 是 集合 4 上 的 二 元 关系 ，， 中 分 别 
是 4 的 恒 千 关系 及 生 关系 ， 册 

(DRE=ER=R，RD=GOR=GOI 

(2) (RS)T = 民 G97); (结合 律 ) | 

(3) 当 有 RES 时 ，RTCST，TRESTS; ( 保 序 性 ) 

(4) 若 {T, | i€ 7 了) 是 集 合 旭 上 的 .二 元 关系 族 ， 则 

ROUTD = Le (UL OA /Le (分 配 性 ) 

证 只 证 (分 与 (人 于 第 一 式 ， 其 余 留 作 练习 ， 

设 xCCRS T) y, (x， vyE€ A)， 存在 2E€.A， 使 x (RS)z 且 . 
zT 了 Ty， 由 x (RS)z 知 存在 z’€ A， 使 XRz’' 日 2’'Sz. 因此 xRz 人 
且 z (57)y， 财 x(R(ST))y， 于 是 (RS)TSCR(ST). 同 
理 证 R(ST) (RS)T， 帮 (2) 成立， 

设 x(R(UT))y，(x，yE 人 4， 存在 z€ 4， 使 得 xRz 且 
(UE. 于 是 存在 i €1， 满 足 zT,,y， 从 而 
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x(RT,)y, 色 x(URT,) 9 。 


类 似 可 证 URT, sROT, 
故 RCUTD = URT. 


注 (1) 关系 积 未 必 满 足 交 < 换 律 ， 即 一 般 地 ，RT*TEk， 

(2) 定 理 3(4) 中 的 “SU" 换 成 “人”， 等 式 未 必 成 并. 

逆 有 映射 的 概念 也 可 以 推广 到 二 元 关系 上 来 . 

设 玫 是 集合 4 上 的 二 元 关系 ， 所 谓 届 的 遂 关 系 ， 记 作 作 ” 
(简称 开 的 逆 )， 是 指 如 下 定义 的 4 上 一 个 二 元 关系 ! 

Vx yyEA, xhR'y<> yhRx. 

显然 ， 开 -= 天 @ = 中 (RD -11= RR， 容易 证 明 下 
述 结果 ， | 

定理 4 设 R，7，7T,(i€7 了 站) 是 集合 4 上 的 二 元 关系 ， 则 


(DD) RET <> RET-!, 

(2) (RT) -= 也 

(3) (Df) = = M7 CUT) T= UT 

证 认证 (2) 与 (的 中 第 一 苹 ， 其 余 凡 帮 练 习 ， 

及 XI Ty，(x，y A4)， 则 y (RT)x, 即 存在 2 € 4 
使 yRz 且 zTx， 于 是 xT "iz 晶 zR!1y， 从 而 x(TMRTY，)y， 即 
(RT) TETTIRT1 类 似 可 证 TTR"1C(RT)"1， 故 (2) 成 
Y, 

设 x(0070) 2， (x，yYE-L)， 忠 则 yON LD x, 到 对 任意 
了 CE 7 yT i 因此 x7T,-!y， 从 而 

xn7 Dy, 即 NTONENT. 
类似 可 证 V7 下 S607, 帮 (n792= 作 Te (3) 也 可 


9 二 。. 


由 人 :4 5 沁 . -i 这 


由 (1) 直接 证 得 。 是 
利用 关系 和 运算， 可 以 描述 关系 的 各 种 性 质 . 
定理 5 设 R 是 集合 4 上 的 二 元 关系 ，E 是 和 恒 等 关 系 ， 则 
有 
(1) 是 传递 的 ( 逆 传 递 的 ) 二 > RRER(RRSR 1)， 
(2) 龙 是 右 ( 左 ) 可 比 的 所 RPRTISERCRTIRSR) 
(3) 卫 是 左 全 的 ( 右 全 的 ) 寺 >ECRR-'(ECR-1R)， 
(4) 大 是 对 称 的 (反对 称 的 ) 
>R= R11(RN R-IICD,), 
(5 有 是 县 反 的 拓 > 上 EAI 
(6) 卫 是 A 的 映射 二 >R -1RSEECRR"…， 
(7) 太 是 A 的 可 逆 映 射 寺 >RT1R = RR!1= EE. 
证 明 留 给 读者 . 量 


练 可 
1. 芭 上 人 ， 忆 是 自然 数 集 N 上 的 二 元 关系 ， 
Ri={(a, 6) {a, pocN a-b>0), 
R= {1(a，5) | a，6EN，a 整 除 b( 即 a | 0 上 
证 明 R, 与 R, 满 足 性 质 I，V，W，W， 芭 .， 
“2. 设 nn 是 -个 且 然 数 ， 丸 是 整数 集 Z 上 的 二 元 关系 : 
GO<->1 | a—56, Va, bEL. 
下 了 明 A 满 足 定理 2 记述 诸 条 性 质 ，( 玉 叫做 模 ” 同 余 关 系 ，cRe 
常 记 作 4 三 6 (modn).) 
3,. 补 证 本 市 定理 3、 定 理 4 及 定理 5.， 
4. 举 例 说 明 关 系 积 未 必 满 足 交 换 律 ， 
5. 淮 例 说 明定 理 3(4) 中 将 *U” 换 成 “Nn”, 等 式 求 必 
“0 


减 并 ， 
6. 设 尺 是 集合 4 上 的 二 元 关系 人 是 4 的 子 集 , 令 
R*” =RN (Nx NWN)， 则 R* 是 N 上 的 一 个 二 元 关系 ， 称 之 为 
在 N 上 的 诱导 关系 . 证 明 ， 
(1) (RY) = (RD) 
(2)” 若 {RR, | i€E1} 是 A 的 二 元 关系 族 ， 则 有 
CA = NA ， (UAW = HE . 


$1.4 等 价 关 系 与 集合 的 分 类 


设 A 是 一 个 集合 ，A 上 的 一 个 二 元 关系 RMU 做 一 个 等 价 

1)” 自 反 性 : aRa,， (Ya€ 有 4) 

2) ”对 称许 ; aRb 过 bhRa,，(YVY a， bE 有 4) 

3) ”传递 性 aR6,，bRe=>aRc, (Ya, b, cEA), 

在 81.3 定 理 2 中 兽 给 出 了 等 价 关 系 的 不 同 刻 划 ， 

例 1 集合 4 上 的 恒 等 关 系 及 全 关系 U 是 4 的 等 价 关 
系 。 

例 2 ”复数 集 C 上 的 等 模 关系 局 ( 即 cDO<e->laql =|bl，Vv 
a，EC) 是 的 等 价 关 系 . z 

例 5 怠 数 集 Z 上 的 模 n 同 余 关 系 ( 见 人 $1.3 练习 2) 是 2 的 
一 个 等 价 关系 ， 

例 4” 自然数 集 N 上 的 “大 于 或 等 于 ”关系 及 “整除 ”关系 
( 始 $1.3 绿 习 1 中 的 R 和 RR,) 不 是 N 的 等 价 关 系 . : 

所 谓 集 合 4 的 一 个 分 类 ， 是 指 4 的 一 个 子 集 族 r(4) = 
{4,4,E4，4s 好 7 ET， 满足 

* 1 »* 


和 


1) .4 = A 

2) 车 4 产 4y(VYi, jED， 则 4i 由 4y= 0. 
zx(44) 中 的 每 一 个 元 素 ( 即 4 的 子 集 ) 叫 做 -一 个 业 ， 每 个 类 中 任 

意 - 一 个 元 素 叫 做 该 类 的 一 个 代表 元 . 

例 5 ”在 复数 集 C 中 ， 仿 4。 表示 横 长 为 c(c 为 非 负 实 数 ) 

的 所 有 复数 组 成 的 集合 ， 则 
Fr(L) = (Asa 是 非 负 实数 } 

是 C 的 一 个 分 类 . 其 中 每 一 个 类 A, (在 复 平面 上 ) 就 是 以 原点 
为 中 心 .半径 为 c 的 圆周 上 的 所 有 点 (复数 ) 组 成 的 集合 .圆周 
上 任何 一 个 点 (复数 ) 都 可 作为 4 的 代表 元 . 

等 价 关 系 同 集合 的 分 类 有 密切 的 联系 . 

定理 1 设 一 是 集合 4 的 一 个 等 价 关 系 ， 对 任意 cE 4， 
令 [a] = {x|xE€ A,， x~a},， 则 

nx~(A)={[Lalla€ A} 

是 4 的 一 个 分 类 . 

证 ”由 于 一 是 等 价 关 系 ， 由 自 反 性 知 a€ Laj， 即 [aj = 
名 (YaEA)， 因 此 A = ULaj, 大 [ajN 人 [56j 站 允 ， 则 存在 
cEJ4, 使 得 c~a 且 c~p。 由 对 称 性 及 传递 性 可 知 a~b,b~a. 
于 是 [cj = [0， 故 r-(4) 是 4 的 一 个 分 类 ， 是 

企 以 上 定理 由， 由 等 价 关 系 一 确定 的 4 的 分 类 ~- (4) 叫 
侈 4 对 于 等 价 关 系 一 的 商 集 ， 记 作 .4/ 一 . 4 的 子 集 [ec] ( 即 
4/ ~ 的 元 索 ) 岂 做 由 oa 确 定 的 等 价 类 (或 a 所 在 的 等 价 类 ) .， 称 
映射 

»: A->A/:~ 
ar>[Lall 

”是 4 到 商 案 4/ 一 上 的 自然 映射 ， 易 见 ， 自 然 喘 射 一 定 是 济 
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射 。 

反之 ， 集 合 的 一 个 分 类 也 可 以 确定 一 个 等 价 关 系 . 

定理 2 ” 设 r(.4) 是 集合 4 的 一 个 分 类 ， 如 下 规定 4 了 一 
个 二 元 关系 ~ 一。 

Ya，pDE4，a~-p < 所 ->a， 0 属于 (A) 中 的 同一 类 ; 
则 一 :是 4 的 等 价 关 系 . 

证 显然 ~ 满足 自 反 性 ,对 称 性 及 传递 性 ， 因 此 一 。 是 
A 的 一 个 等 价 关 系 . 目 

由 定理 1 可 知 ,等 价 关 系 一 .确定 4 的 一 个 分 类 #04)， > 
容易 验证 x (4A) 同 x~(A) 是 一 致 的 。 反 之， 由 A 的 一 个 等 价 
关系 一 出 发 ， 依 定理 1 确 定 4 的 一 个 分 类 wx~(A)， 再 依 定 理 
2，X~(A) 确 定 4 的 一 个 等 价 关 系 一 :~， 容 易 验证 ~ 一同 ~~。~ 
是 一 致 的 .因此 集合 4 上 的 所 有 分 类 同 4 上 的 所 有 等 价 关系 
之 闻 存 在 着 一 一 对 应 . 

例 6 设 一 是 整数 集 2 的 模 ” 同 余 关系 (* 为 取 定 的 目 然 
数 )， 则 由 一 决定 的 Z 的 分 类 ( 即 商 集 Z/ 一) 包含 "个 不 同 的 等 
价 类 ， 嗓 

Z/~={C0]，F[1]，[2]，…，[2 ~ 1]}. 

其 中 [k] = {an+RlacEZ} (0 委 R<2 -1)， 反 之 ， 由 上 述 . 
分 类 2Z/~~( 依 定理 2) 决定 的 2 的 等 价 关 系 就 是 模 n 同 余 关 
系 。 

映射 间 等 价 关 系 ,集合 的 分 类 也 有 密切 的 联系 . 

定理 5 设 g9 是 集合 A 到 集合 B 的 任 一 映射 ， 在 4 中 如 下 
定义 一 个 二 元 关系 ~ 

a~pb<>gla) gb), (Ya bEA). :| .、 

则 (1) ~s 是 4 的 一 个 等 价 关 系 ; : 


e。 23 。 


一 (2) 若 ?是 4 到 商 集 4/~* 上 的 
4 一 一 一 筷 ” 自然 映射 ， 则 存在 唯一 的 4/~e 到 8B 


| 
| gs 的 映射 p*， 使 得 gzey= 9( 见 左 图 ) 
,2 (3)p* 是 单 射 ， 并 且 当 和 且 仅 当 
A/~9 g 是 满 射 时 ，gp* 为 双 射 

图 1.4.1 证 (1) 显 然 . 为 证 (2)， 首 先 


福 意 对 任意 的 c，pE.4，[o] = [的 当 且 仅 当 op(co) = (2). 
:规定 
p*; [ajm pla), (YaE€A) 
划 易 见 g* 定 义 合理 ， 并 和 且 满足 g*v=gpg. 若 另 有 4/ 一 * 到 了 如 
的 上 映射 $， 适合 姑 = pp， 则 对 任意 的 [acJE-4/ 一 (GE44)， 有 
%([cj) = (a)) = (a0) =0(c) = op* (Lal). 
履 y=g*， 即 pg* 是 唯 -- 的 .因此 (2) 成 立 . 
由 于 gp ([aj)=g*([6j)( 即 g(a) =2(2)) 当 且 仅 当 [e] = 
二 DJ， 故 全 为 单 射 ， 显然 , 当 且 仅 当 g 为 满 射 时 ，gp* 为 双 射 . 目 
通 弟 称 上 述 映 射 p* 为 g 的 导出 映射 . 


练 村 


1. 在 复数 集中 ， 给 出 例 2 中 等 价 关 系 刀 决定 的 C 的 分 
类 ( 商 集 ) 及 例 5 中 的 分 类 r(C) 决 定 的 C 的 等 价 关 系 . 

2. 在 整数 集 Z 中 ， 规 定 二 元 关系 RR， 

aRb<>ab>0, (a, LEZ), 

卫 是 否 Z 的 等 价 关系 ? 

3. 在 定理 3 中 ,证 明 lmp=Img*,， 并 日 g* 为 满 射 二 > 
也 为 满 射 . - 
4. 设 R， 了 是 集合 4 的 等 价 关 系 ， 证 明 ， 
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(1) 天”( 即 及 的 逆 关 系 ) 是 4 的 等 价 关 系 
(2) ”RT 是 4 的 等 价 关 系 寺 > RT =TR. 


$1.5 选择 公理 


我 们 考虑 下 面 一 个 问题 

给 定 一 个 非 空 集合 4， 能 否 在 4 的 每 一 个 非 空子 集 工 中 > 
都 选 定 一 个 元 素 xET? 与 这 个 问题 等 价 的 叙述 是 如 时 
{AIiE7 了 0} 是非 空 集合 族 , 即 A, 名 (ViEIT,T 是 非 空 下 标 集 ) > 
是 否 肛 A 者 GO? 

上 述 问 题 的 结论 似乎 是 显而易见 的 ， 然 而 恰恰 相反 ， 这 - 
一 直 是 集 论 基 础 中 最 困难 而 有 和 争论 的 间 题 之 一 。 它 不 能 由 集 
合 论 中 道 常 一 些 公理 推导 出 来 ， 然 而 我 们 又 无 法 避免 它 ， 因 
此 把 它 雇 公理 形式 提出 来 予以 承认 ， 称 之 为 选择 公理 . z 

选择 公理 车 P#(4) 是 集合 A(A 二 名 ) 的 所 有 韭 空子 集 
组 成 的 集合 ， 则 存在 PY(4 到 A 的 一 个 映射 (函数 )p， 使 得 
对 任意 7 EP*(A)， 都 有 9 (7) ET 

通常 称 9 为 选择 函数 . 

在 第 二 章 中 ， 我 们 将 介绍 与 选择 公理 等 价 的 几 个 命题 
( § 2.7). 

在 可 数 集 ( 即 和 自然 数 集 存 在 一 一 对 应 的 集 ) 上 容易 对 园 : 
择 公理 给 出 严格 的 证 朋 ( 练 习 1)， 


练 习 
1 .在 自然数 集 N 上 证 明 选 择 公理 ， 
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第 二 章 ” 偏 友 集 


_， 偏 序 关 系 是 一 类 重要 的 二 元 关系 ，、 带 有 偏 序 关系 的 集合 
和 做 偏 序 集 。 本 章 首先 介绍 偏 序 关系 、 序 同 态 (§2.1)、 分 次 偏 
序 集 ,Hasse 图 ($2.2)、 维 数 及 上 (下 ) 界 ($2.3) 等 基本 概念 
和 有 关 性 质 ， 进 而 讨论 Jordan-Dedekind 链 条 件 与 半 局 偏 序 
集 (§2.4) 以 及 偏 序 集 的 基数 算术 (§2.5)。 最 后 介绍 极 小 条 件 
($2.6) 及 等 价 于 选择 公理 的 几 个 定理 (§2.7). 

今后 我 们 常用 符号 “和 <” 表示 一 个 二 元 关系 . 根据 上 下 
文 ， 这 同 数 的 小 于 或 等 于 符号 不 会 造成 混淆 ， 


$2.1 偏 序 集 


设 已 是 一 个 集合 ， 忆 上 的 二 元 关系 委员 做 一 个 偏 序 关 系 
《或 半 序 关系 ) ， 如 果 满 足 

(1) 目 反 性 ，c 委 c，(VaEDP) 

(2) 友 对 称 性 ，c 委 8，p 委 Ga=>ac=D，(Ya， DEC 也) 

(3) 传 递 性 ，a 志 5,， 5c 过 a 所 c，(VYa,， b,cEP). 
这 时 称 ( 忆 ， 到 ) (或 简称 局 ) 为 一 个 偏 序 集 (或 半 序 集 ). 对 任 
意 c，D E P， 若 co 和 过 2， 则 读 作 “co 含 于 2 或“o 小 于 或 等 于 3 
若 o 委 0 而 cc 去 2， 则 记 成 c<2%， 读 作 “c 真 含 于 2 或 者 "aa 小 于 
了 ， 称 c 与 95 是 可 比 的 ， 如 果 c 委 8 或 者 5 委 c3 人 否则 就 说 ca 与 2 是 
不 可 比 的 ， 记 作 c 6. 
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oa<b(o<20) 有 时 也 记 作 4 关 a(>a)， 

例 1 设 4 是 任意 一 个 集合 ，P(4) 是 4 的 寡 集 ，S 是 集 
合 的 包含 关系 ， 则 (P(A)， 刁 ) 成 为 一 个 偏 序 集 . | 

例 2 设 N 是 自然 数 集 ，“ | ”表示 数 的 整除 关系 , 魏 是 通 
弟 数 的 “小 于 或 等 于 ”关系 ， 则 (NN，|]) 与 (NN， 志 ) 都 是 偏 序 
集 , 

例 35 设 4 是 任意 集 含 ，E 是 恒 等 关 系 ， 则 (A4， 世 ) 是 偏 
序 集 , 

由 例 2 可 知 ， 辣 一 个 集合 可 以 具有 不 同 的 偏 序 关系， 它 
们 应 被 视 为 不 同 的 偏 序 集 . 

设 (P， 筷 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 若 P 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 
都 是 可 比 的 ， 则 称 (P， 六 ) (简称 已) 是 一 个 线性 序 集 (或 链 ， 
或 全 序 集 )， 偏 序 关 系 委 称 为 线性 序 (或 全 序 ) ;反之 ， 知 忆 中 
任意 两 个 不 同 的 元 索 都 不 可 比 ， 则 称 (P， 志 ) (简称 是 一 
个 非 序 集 (或 反 链 ). : 

上 面 例 2 中 的 (N， 入 ) 是 一 个 线性 序 集 ( 即 链 )， 例 3 中 
的 (4， 上 ) 是 一 个 非 序 集 ( 即 反 链 ) . 

定理 1 设 志 是 集 从 PE 上 一 个 偏 序 关 系 ，NNV 是 PP 的 一 个 子 
集 ， 则 

(1) 所 的 逆 关 系 <~! 也 是 P 的 一 个 偏 序 关系 ， 

(2) 二 在 入 上 的 诱导 关系 硅 ”( 见 $1.3 练习 6) 是 入 上 的 一 
个 偏 序 关系 . , 

证 明和 留 给 读者 . 目 

在 上 述 定 理 中 ; 称 偏 序 集 (P, 志 ~) 是 偏 序 集 (P, 委 ) 的 对 
偶 ， 简 记 作 ~! ; 称 偏 序 集 (N， 盛 ) 是 偏 序 集 (PB，<<) 的 子 


偏 序 集 ， 简 记 作 (N， 志 ) 或 N， 显然， 若 (P， 蕊 ) 是 一 个 链 
。 7 。 
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(或 反 链 )， 则 其 对 偶 以 及 子 偏 序 集 也 是 链 ( 或 反 链 ) . 

设 (2， 科 ) 是 任意 一 个 偏 序 集 ， 必 是 已 的 一 个 于 集 。， 如 果 
子 偏 序 集 (N， 科 ) 本 身 是 一 个 链 (或 反 链 )、 则 称 入 为 P 内 的 
链 ( 或 反 链 ) . 

例如 , 令 M={2"|n=0, 1 2,…}, WV={p1p 为 
素数 }， 则 M 是 偏 序 集 (W， | ) ( 见 例 2 ) 内 的 一 个 链 ， 太 是 
(V， | ) 内 的 一 个 反 链 ， 

设 (P， 万 ) 与 (Q, 志 ) 是 两 个 偏 序 集 D ， 称 映射 0,，P>Q 
为 序 同 态 (或 保 序 的 )， 如 果 满 足 

(1) x<y>0(x) E00, (VX, yEDP,), 

称 0 为 序 同 构 (或 同 构 )， 如 果 0 是 双 射 ， 并 且 满 足 (1 ) 与 

(1’) 0(x)<0(y) >xEy, (Vx, yEP). 

显然 序 同 构 一 定 是 序 同 态 . 当 (P， 扫 ) = (Q， 委 ) 时 ， 
序 间 态 (或 序 同 构 )0 叫 做 偏 序 集 ( 己 , 簿 ) 的 自 局 恋 ( 或 自 同 构 ) 
知 序 问 态 0， 忆 -> 已 是 满 射 ， 则 称 偏 序 集 忆 与 Q 同 态 ， 记 作 忆 ~ 
Q; 若 0 是 序 同 构 ， 则 称 呈 与 Q@ 同 构 ， 记 作 PP 衬 Q; 若 己 与 Q 的 某 
一 个 子 偏 序 集 同 构 ， 则 称 偏 序 集 PP 可 同 构 侯 入 到 偏 序 集 信 
中 . 

及 (4， 科 ) 是 任意 一 个 依 序 集 ，aE4， 称 4 的 下 述 子 集 

(al={x| xE4，x 和 ah] 
[ao) ={y |yE4，a<sy) | 
为 由 ao 决 定 的 截 段 。 在 偏 序 集 (A， 三 ) 与 偏 序 集 (P (4)，S> 
( 见 例 四 之 间 定 义 上 映射 
0: aPr(a], (YaoaE A)., 


DP 与 Q 的 偏 序 关 系 用 同一 个 符号 壹 表示， 根据 上 下 文 ， 这 不 会 造成 浴 
消 。 


。L8 。 


易 见 a 所 bl(a，6b5 EA) 当 和 是 仅 当 g (a) Sq (6)。 特别,; 当 g(a) = 
9 时 ， 必 有 ac =0. 因 此 4 与 P(4) 的 子 偏 序 集 p (A) =1{(al | 
QEA} 同 构 ， 即 偏 序 集 4 可 以 同 构 嵌 人 到 偏 序 集 己 (4) 中 . 
定理 2 ”任意 偏 序 集 (P， 六 ) 均 可 同 构 嵌 人 到 某 个 集合 
-4 的 寡 集 (对 于 集合 包含 关系 三 ) 偏 序 集 (P(A4)，) 中 .和 

上 述 定理 表明 ， 例 1 给 出 的 第 集 偏 序 集 上 其 有 特殊 的 地 
位. 

对 侦 地 ， 可 以 定义 反 序 同 态 及 反 序 同 构 等 概念 . 设 (P， 
硅 ) 与 (Q，) 是 两 个 偏 序 集 , 映 射 9，P>Q 称 为 反 序 同 态 (或 
. 反 序 的 )， 如 果 满 足 

(2) x yy Er), (Vx, yE PP); 

. 称 9 为 反 序 同 构 (或 对 饥 同 构 )， 如 果 9 是 双 射 ， 并 有 日 满 足 (2) 

(2 )0(y) SOx) XEy, (VYx, yyEP), 

-这 时 称 呈 与 Q@ 是 对 偶 同 构 ( 或 对 偶 的 ) .车 0，P->Q 是 对 偶 同 
构 ， 并 且 (P, 专 = (Q ,<), 则 称 9 为 了 了 的 一 个 自 对 侦 同 构 ， 
并 说 偏 序 集 忆 是 自 对 偶 的 . 

显然 ， 与 P"' 同 构 的 偏 序 集 一 定 与 P 对 偶 同 构 ， 偏 序 集 
-在 一 个 反 序 同 构 对 应 下 ， 若 不 是 自 对 偶 ， 就 一 定 是 成 对 地 对 
得 的 . 同样 地 ， 关 于 偏 序 集 的 定义 和 定理 ， 在 一 个 反 序 同 构 
对 应 下 ， 落 不 是 自 对 偶 的 ， 就 一 定 是 成 对 地 对 偶 的 

由 序 同 构 及 反 序 同 构 的 定义 ， 容 易 证 明 下 述 定理 ， 

定理 3 设 (P， 志 ) 与 (Q, 志 ) 是 爽 个 偏 序 集 ,0， 了 人 一 > : 
泥 满 射 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 

(1)9 是 序 同 构 ( 反 序 同 构 )， 
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(2)b 是 可 逆 有 映射 ， 并 且 4 与 0-! 缘 是 保 序 的 ( 反 序 的 )8 

(3)0 是 双 保 序 的 ( 双 反 序 的 )， 即 

x<y€>0(x) Oy) (0(y) E00(x)), Vx, yEP, 

证 (1) 二 (2)>(3) 显然 成 立 ， 为 证 (3) 坟 (1)， 只 需 
证 0 是 双 射 ， 设 0(x) =0(y)，x，yE 了 P， 则 9(x) 志 09(y) 且 
9(y) 志 9(x). 由 (3) 知 x 所 y 且 y 拟 x， 于 是 x=» 因此 4 是 
单 射 . 已 知 b 为 满 射 ， 故 9 为 双 射 . 重 

注 ”定理 3(2) 中 要 求人 -! 保 序 ( 反 序 ) 是 必须 的 ， 存在 双 
射 ( 即 可 逆 映 射 )9，P 一 >Q， 使 得 9 是 保 序 的 ， 但 0! 不 是 保 
序 的 ， 因 而 6 不 是 序 同 构 ( 见 练习 5) . 

下 面 引 入 一 类 较 偏 序 关 系 稍 弱 的 二 元 关 系 一 一 拟 序 关 
系 . 

设 科 是 集合 Q 上 的 二 元 关系 ， 委 叫做 一 个 拟 麻 关系 ( 简 
称 拟 序 )， 如 果 满 足 

(1) 自 反 得 ,x 所 x，(YVxEQ) 

(2) 传递 性 x 志 y，y 志 2 地 x 三 2， (YX 2E€EQ) 
这 时 称 (@， 到 ) (简称 @) 为 一 个 拟 序 集 . 

显然 ， 偏 序 关 系 一 定 是 氟 序 关系 ， 其 逆 不 真 。 例 如 在 实 
数 集合 R 中 ， 定 义 二 元 关系 志和 

/ oa’pe>|al<1pp|, (Ya, PER) 
周志 是 RR 中 的 一 个 氢 序 关系 ， 但 不 是 偏 序 关系 ， 

车 (Q， 筷 ) 是 -~ 个 拟 序 集 ， 在 Q 中 可 以 运 当 定义 一 个 等 
价 关 系 一 ， 并 且 在 商 集 &/ 一 中 定义 一 个 伪 序 关系 委 ^， 使 得 
对 任 蕊 [aj， [6 EQ/~ (9, bE QQ), [cj 和 [LO = 且 仅 兰 
CC< 和 0 


定理 4 设 (Q， 志 ) 是 - -个 拟 序 集 ， 在 Q 中 如 下 定义 二 元 
» 30 % : 


关系 一 : 
X 一 ye->X 和 y 且 y 委 x%，(VYX，yYEOQ) 
则 (1D 一 是 CQ 上 的 一 个 等 价 关 系 ! 
(2) 在 商 集 Q/ 一 中 定义 二 元 关系 委 “ 如 下 : 
faj</[6]<>a<b, (Ya, bEQ), 


则 (~ 一， 到 成 为 一 个 偏 序 集 . 

证 〈1) 由 委 是 目 反 的 知 一 也 是 目 反 的 ， 由 定义 知 一 还 
是 对 称 的 。 若 x 一 ?7 且 y~z (Xx，y，2zEQ) 则 yx 和 7》，y 委 
X 且 y 生 z， 2 委 y。 由 于 委 是 传递 的 ， 因 此 x 委 z 旦 2 三 x*， 即 
YX 2， 于 是 一 是 传递 的 . 故 一 是 @ 的 一 个 等 价 关 系 ， 

(2) 首先 证 明 Qv/ 一 中 规定 的 二 元 关系 委 “ 是 合理 的 ， 即 
与 代表 元 的 选取 无 关 . 设 [o]= [a’]，[6] = [6’j(a，a’”， 
2，p8 EQ), Wa~a’, b~b’, Be <a’ Ha’ <a, b 志 56’ 日 
2 和 2。 由 科 的 传递 性 可 知 gc 委 9 当 且 仅 当 co: 委 六 ， 于 是 有 
[qj 志 “[6j3 当 上 且 仅 当 [a’J< [6’]. 因此 Q/~~ 中 规定 的 二 
元 关系 忌 “ 与 代表 元 的 选取 无 关 ， 其 次 证 明志 是 偏 序 关系 . 
由 于 和 是 目 反 的 和 传递 的 ， 因 而 志和 也 是 自 反 的 和 传递 的 . 
帮 有 [xj] 志 [yjJ 自 [yj 志和‘[xJ， 则 xy 有 yx, 即 x 一 多 
因此 [xj=[y]， 于 是 筷 ' 是 反对 称 的 。 故 所 是 偏 序 关 
未 ， 量 


练 习 
1,. 证 明 ， 偏 序 关系 满足 反 律 环 性 ， 即 


若 Xi 所 XXX 则 x1 = Xs = = 


_ 2. 证 明 ， 在 仅 含 有 二 个 元 素 的 集合 中 ， 恰 有 三 种 不 同 航 : 
偏 序 关系 . 

3. 在 偏 序 集 (P， 到 ) 中 ， 如 下 定义 二 元 关系 人 ，X<》 
<=>xX< 和 y 昌 x 关 7(Yx，yEP). 证明， 满足 传 违 性 和 反 
自 反 性 ( 即 不 存在 xE 己 ,使 *<x) ;反之 ， 若 中 一 个 二 元 关系 
<< 满 足 传递 性 和 反 自 反 性 ， 如 下 定义 二 元 关系 和 过:，X 生 7) 拓 > 
x<<y 或 者 x= y% 则 科 是 已 的 一 个 偏 序 关系 . 

4. 设 三 是 集合 PE 的 一 个 二 元 关系 ， 证 明 ， 

(1) (已 ， 委 ) 成 为 反 链 扩 > 到 是 忆 的 恒 等 关系 . 

(2) (P， 达 ) 成 为 链 二 > 三 U 万 ~!1=U( 全 关系 )。 

5 .在 例 2 中 ， 设 :: n>n 是 自然 数 集 N 上 的 恒 等 映 射 。 验 
证 s 是 偏 序 集 (N，| ) 到 偏 序 集 (N， 玉 ) 上 的 序 同 态 ， 但 不 是 
序 同 构 . 

6 .在 定理 4 中 ， 令 Y: Q->Q/ 一 是 目 然 鼎 射 ， 则 多 是 注射、 
并 且 满 足 ，x 志 yy 所 > y(x) 三 ‘p(y)， 但 是 我 们 并 不 能 淘 - 
定 是 双 射 ， 为 什 么 ? (与 定理 3(3) 的 证 明 作 比较 .) 


$ 2.2 Hasse 图 分 次 偏 序 集 


设 (P， 筷 ) 是 一 个 偏 序 集 ，A 是 了 的 一 个 非 空子 集 ， 
4aE4. 若 对 任意 的 YE 4， 有 x 三 49， 则 称 a 是 4 的 一 个 最 大 
元 ; 若 不 存在 yE.4， 使 得 G<y(e 夫 7)， 则 称 c 是 4 的 一 个 极 . 
大 元 ， 对 个 地 ， 可 以 给 出 最 小 元 和 极 小 元 的 定义 . 
显然 最 大 元 (最 小 元 ) 一 定 是 极 大 元 ( 极 小 元 )， 反 之 不 
真 . 
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特别 地 ， 偏 序 集 ( 忆 ， 扫 ) 的 最 大 元 ( 若 存 在 时 ) 叫 做 呈 的 
单位 元 ， 用 7 表示 ;(P， 到 ) 的 最 小 元 ( 若 存 在 时 ) 也 做 书 的 零 
元 ， 用 O 表 示 ;I，O 统 称 为 P 的 泛 界 . 

定理 ] 设 ( 忆 过 ) 是 一 个 偏 序 集 , 4 是 书 的 一 个 非 空子 集 ， 

(1) 和 大 4 有 了 最 大 元 (到 小 元 )， 则 只 有 一 个 ; 

(2) 若 4 是 有 限 子 集 ， 则 必 有 极 大 元 ( 极 小 元 ); 

(3) 者 A 是 P 内 的 链 ( 即 线性 序 子 集 )， 则 4 的 极 大 元 ( 极 
小 元 ) ( 当 存 在 时 ) 一 定 是 最 大 元 (最 小 元 ). 

证 ”只 证 (2)， 其 余 留 作 练 习 ， 

设 4= {alyar… as 归纳 定义 六 中 元 素 列 mr Nios "yy | 
3s 使 得 m1 = a:. 假定 m44-! 已 经 定义 (2 二 kn)， 规 定 


dr, 在 11s-1< Gu 
的 人 售 则 

这 样 得 到 一 列 元 系 ma，7a…，7ms， 显 然 msE A 是 4 的 一 个 
极 大 元 . 类似 可 证 4 有 极 小 元 。 量 

偏 序 集 (或 链 ) (P， 志 ) 册 做 一 个 有 限 偏 序 集 ( 或 有 限 链 ) ， 
如 果 P 是 有 限 集 ;否则 称 忆 是 一 个 无 限 偏 序 集 (或 无 限 链 ). 通 
党 PP 所 含 元 索 的 个 数 ( 基 数 ) 用 n(P) 表示， 叫做 己 的 阶 . 

由 定理 1 显然 可 得 

推论 1 任何 有 限 链 一 定 有 最 大 元 (最 小 元 ). 上 

设 c，2 是 偏 序 集 (PC， 拉 ) 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 . 若 
之 b， 朋 不 存在 XE 了 使 得 a 过 x 过 6b (x 在 Qq，x 夺 6)， 则 称 a 是 6 
的 一 个 下 邻 或 6 是 a 的 一 个 上 邻 ， 或 者 蒋 b 履 蔓 a， 记 作 a-《b， 
车 co 和 9， 则 称 书 的 子 集 {x | xEP，o 和 xs 和 pg} 是 以 a， 5 为 
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本 1 


每 


端 点 的 ( 闭 ) 区 间 ， 记 作 [c，2] 或 bc. 若 ca 一 0 则 称 区 阿 : 


[ac，2]( 或 /ac) 为 寄 区 间 . | 

当 售 序 储 (PP， 委 ) 右 泛 界 0 或 7 时 , 则 称 0 的 上 邻 ( 若 存在 
时 ?为 书 的 原子 (或 点 ) ， 称 了 入 下 邻 ( 若 存 在 时 ) 为 P 的 对 偶 原 
子 ( 或 对 偶 点 ). 

定理 2 设 (P， 筷 ) 扩 一 个 偏 序 集 ，a，48 EP，a 志 b6， 则 

(1)aAb<>a<bHla, 6]= {ao, b}，; 

(2) 若 已 是 有 限 偏 序 集 ， 则 ao 和 0 所 > 存在 有 限 个 苑 素 x, 6E 
PP(i=0，。1，*……，n)， 合 得 : 

a= Xo AX KX A Xs X, = b, 

证 (11) 与 (2) 的 充分 性 显然 成 立 . 为 证 (2) 的 必 要 人 竹 ， 
对 区 间 [a， 幻 所 含 元 素 的 个 数 m 使 用 归纳 法 . 由 于 a< 
a 不 b， 显 然 m 宇 2， 当 m= 2 时， 由 (1) 可 知 a-<《6 ,结论 成 立 . 
设 m2， 并 且 对 于 区 同 所 含 元 素 的 个 数 三 m 一 1 的 情形 , 结论 
已 经 成 立 ， 则 当 区 闻 [La， 妃 所 含 元 素 个 数 等 于 mm 时 (m 汪 2)， 
一 定 存 在 c EP,a 志 cb6， 且 c 交 a,c 夺 5b， 易 见 区 间 [a, cj] 与 区 


站 Lc，68j] 所 含苞 泰 的 个 数 均 小 于 m， 由 归纳 假设 知 存在 有 限 . 


个 元 素 Xi EP(?=0, 1s*%*,R)RRyEP(I= Rk, k+l, **,n), 
使 符 

G 二 MXo 环 MX 1 
因而 (2 的 必要 性 成 立 . 


由 上 述 定理 可 知 ， 译 有 限 偏 序 集 (P， 入 ) 中 ， 偏 序 关 . 
系 委 完全 由 具有 履 盖 关系 的 元 素 对 (例如 ac 一 及 所 决定 ， 如 果 ， 


代 中 每 一 个 元 素 强 用 一 个 小 圆圈 在 间 一 平面 上 表示 出 来 ， 


当 且 仅 当 2 覆盖 co 时 把 2 画 在 ce 的 高 处 ， 并 用 线 眉 将 ca， 连接 起 : 


来 . 这 样 得 到 的 图 形 称 为 偏 序 集 (P， 到 ) 的 示 国 ， 也 时 做 : 
*。 4。 


< 


Hasse 图 . 利用 示 图 、 可 以 把 偏 序 集中 各 元 素 之 间 的 序 关系 
形象 地 表示 出 来 . 

例 ] 设 M={1，2，3，…，12}，| 表示 数 的 整除 关 
系 ， 则 (MM， | ) 成 为 一 个 有 限 偏 序 集 ( 可 以 看 作 §2.1 例 2 中 
偏 序 集 (N， | ) 的 子 偏 序 集 )， 其 示 图 由 图 2.2.1(a) 给 出 . 

例 2 设 4={i，2，3}， 则 4 的 寡 集 P(-L4) 关于 集合 包含 
关系 对 成 为 一 个 偏 序 集 (P(A)， 忆 ). 其 中 P(4) 的 阶 为 8， 
名 是 者 元 ，A 是 单位 元 ， 单 元 子 集 {1} ， {2} ， {3} 是 
原子 。 其 示 图 由 图 2.2.1(b) 给 出 . 


(e) ， 
图 2.2.1 


有 时 某 些 无 限 偏 序 集 也 可 用 Hasse 图 表示 ， 例 如 整数 集 
Z 关 于 自然 序 ( 数 的 小 于 或 等 于 关系 ) 构成 的 无 限 链 (Z, 声 )， 
其 示 图 可 由 图 2.2.1(c) 表示 . 

关于 有 限 偏 序 集 的 示 图 ， 显 然 有 以 下 事实 ， 

(1)ab 当 晶 信 尖 可 沿 折 线 自 下 而 上 由 a 到 达 如 ， 

(2) 两 个 有 限 偏 序 集 同 构 当 且 仅 当 它们 可 由 同一 个 
Hasse 图 表示 ， 

(3) 偏 序 集 P 的 对 偶 P-! 的 示 图 可 由 P 的 示 图 上 下 倒置 得 
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nk :中 i 


hi 放 轩 3 : 


(4) 有 限 偏 序 集 己 自 对 偶 ， 当 且 仅 当 忆 有 一 个 上 下 对 称 的 
示 图 ， - 
根据 〈2) ， 对 于 每 一 个 确定 的 自然 数 %”, 我们 有 可 能 
求 得 所 有 彼此 不 同 构 的 n 阶 偏 序 集 的 个 数 ， 
例 5 所 有 不 同 构 的 3 阶 偏 序 集 共 有 5 个 其 示 图 由 图 
2.2.2 给 出 ， 其 中 有 三 个 是 自 对 偶 的 . 


2 by Ce) (Cd) 


(€) 
(a) 
图 2.2.2 
例 4 设 A; = {1 ,2,3，"…” ,1n} 是 前 n 个 自然 数 构成 的 集合 ， 
别 .4 关 于 自然 序 ( 委 zs) 构成 一 个 n 阶 有 限 链 ， 称 为 序数 n 的 
链 , 记 作 mn， 其 示 图 由 图 


i 2.2.3(a) 给 出 。 由 A 构成 
上 的 及 链 册 做 基数 ”的 反 链 ， 
ib3 oO:0:0:..:0 :oj 记 作 m， 其 示 图 由 图 2.2.3 
1 1 2 3 .1-li 并 (b) 给 中 ， 
bi 不 难 证 朋 ， 所 及 元 
A) 有 限 链 ( 反 链 ) 都 可 以 由 图 
图 2.2.3 2.2.3(a) (图 2.2.3(b) ) 表 
不。 因此 有 


定理 5 任何 "元 有 限 链 ( 反 链 ) 彼此 同 枚 . 年 
今后 我 们 将 用 ? (或 n) 表示 任意 一 个 n 元 有 限 链 (或 反 
“ 硅 ) ,并 且 规 定 % 元 有 限 链 1 的 长 为 n-1,n 元 有 限 反 链 n 的 宽 为 n. 
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规定 无 限 链 ( 反 链 ) 的 长 ( 宽 ) 为 so 

推论 2 两 个 有 限 链 ( 反 链 ) 同 构 当 且 仅 当 它 们 的 长 ( 宽 ) 
胆 等 . 和 : : 

设 ( 忆 ,入 ) 足 任 意 一 个 偏 序 集 . 用 1(P) lw(P) ) 表示 所 有 
已 内 的 有 限 链 ( 反 链 ) 的 长 ( 宽 ) 的 上 确 界 ， 称 为 偏 序 集 P 的 长 
( 宽 )， 当 1(P) Cw (P))〉 为 有 限 数 时 ， 则 称 已 是 有 限 长 的 (有 
限 宽 的 )， 否 则 ， 称 PP 为 无 限 长 的 (无 限 宽 的). 

显然 有 限 偏 序 集 一 定 是 有 限 长 的 (有 限 寅 的 ) ,例如 
2.2.2 所 表示 的 5 个 偏 序 集 的 长 分 别 为 2,1,1,1, 0; 宽 分 别 为 
1,2,2,2,3. 

设 a,6b 是 偏 序 集 (P, 志 ) 中 任意 两 个 元 素 ， 并 有 是 a 所 6. 子 
偏 序 集 [o,5- 的 长 称 为 区 间 [a,6] 的 长 ， 也 叫做 元 寨 a 与 5 的 距 
离 , 记 作 1(5/a)， 若 PP 中 任意 区 间 的 长 都 是 有 限 数 ， 则 称 偏 序 
集 忆 为 相对 有 限 长 ; 若 已 中 任意 界 于 两 1 元素" 6 间 的 链 (a < 
b) 都 是 有 限 长 的 ， 则 称 P 为 有 界 有 限 长 . 

由 定义 ， 显 然 有 

定理 4 任意 有 限 长 的 偏 序 集 
一 定 是 相对 有 限 长 的 ;相对 有 限 长 
的 偏 序 集 一 定 是 有 只 右 限 长 的 . 量 

上 述 定理 的 逆 是 不 对 的 .图 
2.2.1(c) 表示 的 无 跟 链 是 相对 有 
限 长 的 ,但 不 是 有 限 长 的 ;图 2.2.4 
表示 的 无 限 偏 序 集 是 有 界 有 限 长 
的 ， 但 不 是 柜 对 有 限 长 的 。 图 2.2.4 

下 面 介绍 分 次 偏 序 集 . 

设 (P,<<) 是 一 个 偏 序 集 ， 如 果 存在 到 整数 集 Z 的 映射 
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(器 数 )g: ->4、 油 足 

Gl X<Yy>o IO (YX yEP) : 

(2 xAyDoly) =g(x) + 1, (Vx,yEP), 
则 称 忆 被 中 数 9 所 分 次 ， 称 5 为 分 次 雷 数 ， 己 叫做 分 次 偏 序 集 ， 

例如 有 目 然 数 集 N (整数 集 Z) 关 于 目 然 序 专 z 构 成 的 链 是 分 
次 山 序 集 ， 恒 等 隐 射 E: 2r>7 是 一 个 分 次 冰 数 .本 天 例 1 中 的 
偏 序 集 (MM ,| ) 是 一 个 分 次 偏 序 集 ， 其 分 次 函数 g: M->Z 可 
定义 为 ，g(1) =-1，g9(2) = g(3) = 9(5) = 9(7) = g(11) = 0 
g (10) = g(4) = g(6) = g(9) =1，9(8)》 =g(12) =2 (参见 图 
2.2.1(a)》 . 

定理 5 分 次 念 序 集 一 定 是 有 痉 有 限 长 的 

证 设 (P, 志 ) 是 分 次 偏 序 集 ，g 是 相应 的 分 次 吕 数 . 对 
任意 a,6E€ 呈 ，a 志 6， 由 分 次 偏 序 集 之 定义 ， 可 知 界 于 ai 之 
闻 的 任意 链 的 长 至 多 等 于 9 (6)-g(a) ， 故 已 是 有 界 有 限 长 的 . 量 

在 $32.4 中 将 进一步 证 明 ，、 分 次 偏 序 集 一 定 是 相对 有 限 
长 的 ， 


练习 
1 .证明 ， 所 有 不 同 构 的 4 阶 偏 序 集 共 有 16 个 ， 其 中 有 8 个 
是 自 对 偶 的 ， 画 出 它们 的 示 图 . 
2. 说 明 在 有 限 偏 序 集 的 示 图 中 ， 不 可 能 出 现 以 三 个 元 素 
为 顶点 而 边 上 无 其 它 元 素 的 三 角形 
3. 证 明 : 在 偏 序 集 (P, 志 ) 中 ， 右 a 所 b 志 6， 上 且 a 与 6 的 距 
离 为 有 限 数 ， 则 ce 与 5 的 距离 及 6 与 的 距离 均 为 有 限 数 ， 且 有 
1(b/a) +1(e/b) <I (c/a),. 
举例 说 明 上 式 等 号 未 必 成 立 . 
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”4 举例 说 明 一 个 分 次 偏 序 集 的 分 次 函数 不 是 唯一 的 . - 
5. 举 例 说 明 在 分 次 函数 的 定义 中 ， 条 件 G1 与 G2 是 独立 
鹏 。 即 存在 偏 序 集 书 及 映射 9，P->Z， 适 合 G1 但 不 适合 G23 
也 存在 偏 序 集 Q 及 上 映射，Q->Z， 适 合 G2 但 不 适合 G1. 
6. 证 明 ， 若 偏 序 集 P 有 泛 界 0,7, 则 P 是 有 限 长 的 <>P 
是 相对 有 限 长 的 . 


32.3 维 数 芥 


设 ( 了 了 , 志 ) 是 有 等 元 0 的 偏 序 集 ，xEP, 称 x 与 O 的 距 
离 为 元 素 x 的 维 数 或 高 度 ， 记 作 h(x)。 若 忆 中 任意 元 索 的 维 
数 帮 是 有 限 数 ， 则 称 忆 到 2 (整数 集 ) 的 映射 hxt>h(x) 为 P 
上 的 维 数 函 数 ， 这 时 也 说 在 P 上 维 数 函 数 可 定义 。 医 存 在 一 
个 正 整 数 m， 使 得 对 任意 x EP，h(x) 万 m, 则 称 P 是 有 限 维 偏 
序 集 ， 否 则 叫做 无 限 维 偏 序 集 . 

下 述 结果 显然 成 立 : 

定理 1 设 ( 忆 , 科 ) 是 有 零 元 0 的 依 序 集 ， 则 

(1 天 是 有 限 维 的 拓 > 忆 是 有 限 长 的 ; 

(2) 维 数 水 数 可 定义 专访 是 相对 有 限 长 的 ， 

(3) p EP 是 原子 寺 >h(p) =1; 

(4) 如 后 了 是 有 限 维 的 ， 则 对 任意 xEP， 总 有 (2x) 委 
1(P)， 并 且 存 在 y EP， 使 得 h(y) = TOCP) 。 量 

通 笛 也 把 ! (PE) (2 有 零 元 O) 叫做 偏 序 集 P 的 维 数 ， 容 
易 证 明 ， 藻 偏 序 集 P 有 泛 界 0,7, 则 1(P) =h(1)。 在 任意 有 
限 维 偏 序 集 P 上 , 维 数 函数 可 定义 ， 并 且 车 x 过 y (x,y EP)， 
才 有 h(x) 过 h(y)。 即 hb 满足 分 次 沙 数 定义 (§ 2.2) 中 条 件 G1， 
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但 未 必 满 足 G2。 因 此 维 数 应 数 不 一 定 是 分 次 函数 。 在 $ 2. 4: 
中 将 给 出 一 个 使 A 成 为 分 次 项 数 的 充 要 条 件 ， 

设 4 是 偏 序 集 (P,<<) 的 任意 子 集 ，xEP。 如 果 对 任意 
QE€A， 总 有 a 于 Xx， 则 称 x 为 4 在 PP 内 的 一 个 上 界 ; 反之， 如 
果 对 任意 a €.4， 总 有 x 三 a， 则 称 x 为 4 在 P 内 的 一 个 下 界 . 
用 在 PP 内 的 所 有 上 界 组 成 的 集合 用 有 以 。A 表 示 .4 在 已 内 的 所 
有 下 务 组 成 的 集合 用 4 ,4 表示 . 

由 2.2 定理 1 可 知 ， 必 ,A (UVM ,4A) 的 最 小 元 (最 大 元 ) 若 
是 性 在 ， 则 只 能 有 一 个 ， 称 之 为 4 在 PP 内 的 最 小 上 界 或 上 确 
界 ( 最 大 下 界 或 下 确 界 )， 记 作 supA(ini4). 

根据 定义 显然 有 

定理 2 在 偏 序 集 (P, 委 ) 中 ， 有 

(MG=P, M.S =P, 

(2) sup 节 存在 所 > 三 有 泛 只 O( 这 时 supg = O) ) 

inf 存 在 才 >PA 有 泛 界 1( 这 时 inf2 = 了 ,于 
般 地 有 下 述 结果 : 

定理 3 设 4,B 是 偏 序 集 (P, 志 ) 中 任意 子 集 ， 

(1) 若 ASB, 则 MBEM,.A, M,BEM,A; 

(2) ASEM ,MA), ASMM,A), : 

(3) Ms, (MM,.A)) =M.4, 

M, (M,(M,A)) = M.,4; 
(4) 若 A 有 最 大 元 (最 小 元 )a, 则 .A 在 P 内 的 上 确 界 (下 确 
界 ) 存在 ， 并 且 sup4=a (infA=a) . 

证 只 证 (2) 与 (3)， 其 余 留 作 练习 。 

设 cE 4， 对 任意 xE M,4，x 是 4 的 一 个 下 界 ， 因 此 y 坏 
o. 于 是 是 hf ,4 的 一 个 上 界 ， 出 scMCM4， 所 以 4S 
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-MM,(M,A). 同 理 证 4SM,(M。A)， 从 而 (2) 成立， 特别 有 

MASM。(Mi(Ms。A)) ， 再 由 (1) 知 M (CM,(M。A4)) 

CM,A， 于 是 M。(M,(M,A)) = M。A. 同 理 可 以 证 明 

MM, (M,(M:A)) = MA， 故 (3) 成 立 . 时 

| 推论 ! 设 A 是 偏 序 集 (P, 宇 ) 的 任意 子 集 ， 下 述 条 件 等 
- 价 : 

(DD A 在 P 内 的 上 确 界 (下 确 界 ) 存 在 ， 

(2) M。A(M, 4) 在 P 内 的 下 确 界 (上 确 界 ) 存在 ， 

(3) MANM,M.A) CMAN M, (MA) #0). 

当 上 述 条 件 之 一 满足 时 ， 有 
supA= M,ANM,M,A) = inf (M.,4) 
(inf4= M,ANM,M,A) = sup (M,A)) . 

证 (1) 二 (2), 设 5=supA 存在， 则 565 是 M.A 的 最 小 
元， 由 定理 3 (4) 知 = inf (M 4) 存在 . 

(2) 二 (3) 。 设 b= inf (M。A) 存 在 ， 则 65 是 以 , (M4) 的 最 
大 元 ， 由 定理 3(2) 知 ASM,(M,A)， 于 是 6EM。A， 因 
此 | 

bEM ANM MA), BW MANM,M,A) AAG, 

(3) 坟 (1). 设 M_AN M, (MA)# OC， 取 b € M,AN 
MM,(M,A)， 易 证 b 是 MMM, A 的 最 小 元 ， 故 6 = supA 存 在 . 

其 余 结论 的 证 明 留 给 读者 . 目 

注 ” 读 着 应 当 注 意 最 大 元 (最 小 元 )、 极 大 元 ( 极 小 元 )、 
.上 确 界 (下 人 确 界 ) 等 概念 的 联系 与 区 别 . 一 般 地 ， 在 一 个 偏 
友 案 PP 中 , 子 集 4 的 最 大 元 (最 小 元 ) 如 果 存 在 ， 一 定 是 4 的 极 
大 元 ( 极 小 元 )， 也 是 A 在 中 的 上 确 者 (下 确 界 )， 但 反之 不 
真 ，A 的 最 大 元 (最 小 元 )、 极 大 元 ( 极 小 元 ) 一 定 属 于 A, 而 
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1 0 让 各 :和 于 LE TE 3 主 ， 晤 由 。 i 加 天 ~ 这 7 . 


-4 的 上 确 界 (下 确 界 ) 未 必 在 4 中 . 
在 偏 序 个 中 ， 来 上 (下 ) 确 界 的 运算 满足 一 般 结合 律 
定理 4 设 {Yi|iE7} 是 偏 序 集 (P, 专 ) 的 一 个 子 集 
族 (1 是 下 标 集 ),，Y = UY 者 了 与 诸 7 的 上 (下 ) 确 界 均 在 
在 ， 则 有 
supY =sup {supY, | i€EI7} 
(inf 了 =inf {infY,| i€7} )》， 
证 明 留 作 练 习 . 时 
定理 5 设 偏 序 集 (P, 志 ) 中 每 一 个 非 空 子 集 都 有 下 确 寞 
(上 确 界 )，A 是 忆 的 任意 子 集 ， 车 A 在 P 内 至 少 有 一 个 上 穿 
(下 淹 )， 则 .A 有 .上 确 界 (下 确 界 ). 
证 由 假设 ， 以 ,A 到 名， 因此 5= inf(MM。A) 存在 . 由 
推论 1 知 5 = sup4， 是 


利用 定理 2 可 得 
推论 2 ” 设 ( 己 , 委 ) 是 任意 伪 序 集 ， 则 下 述 条 件 等 价 : 
(1) 书 中 任意 子 集 (包括 好) 有 上 确 界 ; 


(2) 帮 中 任意 子 集 (包括 多 ) 有 下 确 乔 .和 

定理 6 设 (P, 志 )，(Q, 声 ) 是 两 个 偏 序 集 ，0: P->Q 是 
对 偶 同 构 ，.A 是 PP 的 子 集 ，b5EP.。 则 

(1)5 是 4 的 最 大 (小 ) 元 寺 >90(5) 是 0(4) 的 最 小 (大 ) 
pI 

(2)0 是 4 的 极 六 (小 ) 元 寺 >0(65) 是 0(4) 的 极 小 (大 ) 
元 ; 

(3)0 是 4 的 上 (下 ) 界 < 所 >0(0) 是 0(4) 的 下 (上 ) 界 3 

(4)0 是 4 的 上 (下 ) 确 界 和 > 0(0) 是 0(4) 的 下 (上 ) 闻 ， 
漠 ， 
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(5)5 是 PP 的 单位 元 ( 零 元 ) > b(0) 是 Q 的 零 元 (单位 
元 )。 z | | 
证 明 留 给 读者 , 秆 

根据 定理 6， 显然 有 下 还 

对 偶 原 则 ” 若 一 个 关于 偏 序 案 的 命题 在 所 有 偏 序 集中 为 
真 ， 则 其 对 偶 命 题 〈 辑 把 其 中 的 偏 序 代 以 逆序 ， 最 大 (小 ) 元 
代 以 最 小 (大 ) 元 ， 极 大 (小 ) 元 代 凡 极 小 (大 ) 元 ， 上 (下 ) 乔 代 
以 下 (上 ) 和 寞 ， 上 (下 ) 确 寞 代 风 下 (上 ) 确 务 ， 单 位 元 ( 零 元 ) 代 
多 和 雪 元 (年 位 元 )， 等 等 ) 认真 . 


练 习 


1 .有 求 出 8 2.2 例 1 中 偏 序 集 (M, | ) 的 诸 元 素 的 给 数 ， 

2. 举 例 说 明 在 偏 序 集中 ， 一 个 子 集 4 的 上 (下 ) 确 界 未 必 
属于 A. 

3. 补 证 本 节 庄 定理 及 推论 . z 

4. 设 4 是 依 序 集 ( 忆 , 委 ) 的 子 集 . 车 对 任意 的 a,5E4， 
a 夸 b， 总 有 [a,b] 夺 4， 则 称 A 是 忆 的 一 个 互 子 集 ， 证 有 明 : 
MA，M,A4 是 P 的 山子 集 . 

5. 偏 序 集 (P, 科 ) 称 为 上 有 向 的 (下 有 向 的 )， 如 村 书 中 
任意 二 元 子 集 {a,6} 都 有 一 个 上 界 ( 下 界 )5 书 岂 做 有 向 的 ， 
如 果 忆 既是 上 有 问 和 的 ， 又 是 下 有 向 的 证明， 一 个 上 (下 ) 有 
问 偏 序 集 忆 的 极 大 (小 ) 元 如 果 存 在 ， 则 是 唯一 的 ,并 且 是 书 的 
最 大 (小 ) 元 ， 


$2.4 汪 D 链 条 件 ”六 模 偏 序 集 
设 (P, 筷 ) 是 一 个 偏 序 集 ,C 是 PP 内 的 一 个 链 ， 若 对 P 内 的 
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任意 链 C’，CSC’, 必 有 C=C’， 则 称 C 是 P 内 的 航 大 链 。 厂 
C 有 最 大 元 c， 最 小 元 (2 委 c)， 则 称 C 是 界 于 a,6b 间 的 链 ( 改 
连接 c ,2 的 链 ) ; 若 刀 也 是 界 于 ca, 间 的 链 , 并 且 CS 刀 , 则 称 慷 是 
C 的 一 个 加 细 ， 若 是 C 的 一 个 加 细 ， 并 且 C 志 D， 则 称 刀 是 
C 的 一 个 真 加 细 . 若 C 是 一 个 办 于 a,5 间 的 链 ， 且 CC 无 真 加 细 
则 称 C 是 一 个 界 于 a,5b 间 的 极 大 链 . 

显然 C 是 四 于 ap 闻 的 极 大 链 当 且 仅 当 5C 是 子 偏 序 集 
[La ,0 内 的 极 大 链 . 

定理 1 设 C: b= x<x<x<…<xr=a 是 依 序 集 ( 己 ， 
竹 ) 内 一 个 有 限 链 ， 则 

(1)C 是 过 于 4a,5 司 汐 航 大 链 二 >xsAxiri(i=0,1,2,"* 
1); 

(2)C 是 PP 内 的 极 大 链 志 <>a 是 P 的 极 大 元 ，5b 是 PP 的 极 小 
元 ， 并 月 x, 玫 Xi1(1= 0,1,2,*"*，1 一 1). 

证 明 留 作 练 习 ， 国 

在 上 述 条 件 并 足 时 ， 分 别称 C 是 办 于 c,2 间 的 有 限 极 大 链 
或 者 称 C 是 忆 内 的 有 限 极 大 链 . 

下 面 主要 讨论 偏 序 集中 连接 两 个 元 素 的 有 限 极 大 链 的 长 
的 唯一 性 即 所 谓 的 

jordan-Dedekind 链 条 件 ( 简 称 J- 了 链条 件 ):，， 界 于 两 个 
给 定 端点 a。，5(b 筷 qa) 间 的 所 有 有 限 极 大 链 的 长 都 相等 . 

在 一 个 任意 的 偏 序 集中 ，J]~D 链 条 件 未 必 成 立 ， 例如 
8 2. 2 中 图 2. 2.4 给 出 的 偏 序 集 就 是 一 例 ， 杰 节 介 绍 两 类 满足 
J-D 链 条 件 的 偏 序 集 ， 其 一 就 是 分 次 偏 序 集 ( 见 § 2. 2). 

定理 2 ”任何 分 次 偏 序 集 都 满足 ]-D 链 条 件 . 

证 设 (P, 专 ) 是 分 次 偏 序 集 .. gt PZ 是 分 次 函数 ， 
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对 任意 的 09。2EZP，b5 和 cc， 若 C 是 界 于 c，2 间 的 有 限 极 大 链 
由 分 次 伪 序 集 的 定义 及 定理 工 知 C 的 长 等 于 g(c) ~-g(6)。 当 
c，0 取 定时 ，C 的 长 也 是 定 值 . 故 已 满足 J- 了 链条 件 。 答 

对 于 带 有 泛 界 OQ 的 有 界 有 限 长 的 偏 序 集 ( $2. 2)， I-D 
链条 件 完全 刻 划 了 分 次 偏 序 集 . 
定理 5 设 (P， <) 是 带 泛 界 0 的 有 界 有 限 长 的 偏 订 集 ， 
则 PP 满足 J-D 链 条 件 当 且 仅 当 P 上 维 数 函 数 h 可 定义 ， 并 且 P 
狠 有 所 分 次 . 

证 由 定理 2 知 充分 性 成 立 . 下 证 必要 性 . 设 P 适 合 
J-D 链 条 件 ， 对 任意 x EP，O<x， 由 于 P 是 有 界 有 限 长 的 ， 
任何 办 于 x，O 间 的 极 大 链 都 是 有 限 极 大 链 ， 并 且 其 长 丝 相 
等 ， 因 此 x，O 间 的 距离 是 有 限 数 ， 故 在 忆 上 维 数 函 数 h 可 定 
义 . 容易 验证 4 适合 分 次 偏 序 集 定 义 中 的 条 件 G1,G2( § 2.2)， 
因此 P 被 所 分 次 .里 

下 述 推论 显然 成 立 。 

推论 1 设 偏 序 集 (PC， 反 ) 适 合 J-D 链 条 件 ， 风 

(1) 对 任意 ac，DEP，c 和 0% 子 偏 序 集 [co， 妃 也 适合 
J- 了 链条 件 ; 

(2) 忆 是 相对 有 限 长 的 专 >P 是 有 界 有 限 长 的 . 

让 明 留 给 读者 ,里 

上 述 推论 (1) 中 ， 将 区 间 [a， 妆 换 成 P 的 任意 一 个 子 偏 
序 集 ， 结 论 未 必 成 立 . : 

另 一 类 满足 J-D 链 条 件 的 偏 序 集 是 所 谓 的 半 模 偏 序 集 . 

及 (P， 到 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 如 果 对 任意 a，6b EP，a 二 6b， 
请 足 条 件 

(o) 知 存在 cEP 使 a， 5 同时 区 盖 c， 则 存在 dE€ 了 使 d 同 


。45 。 
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时 禾 羡 c 与 5 
期 称 P 是 一 个 上 兴 模 偏 序 集 . 对 侦 地 可 定义 下 半 模 仿 序 集 . 
大 PP 既是 上 半 模 的 ， 又 是 下 半 模 的 ， 则 称 P 是 模 偏 序 集 . 
换言之 ， 偏 序 集 忆 是 上 (下 ) 半 模 的 ， 当 且 仅 当 对 任 兰 
0，DE 己 ，a 关 bp， 洗 a，0 有 公共 下 邻 ( 上 邻 )， 则 必 有 公 共 上 
邻 (下 邻 ) . 
例如 在 图 2. 4.1 中 ，(a) 表示 一 个 上 半 模 偏 序 集 ，(b) 表 
“ 示 一 个 下 半 模 篇 序 集 ，(c) 表示 一 个 模 偏 序 集 ，(d) 表 示 的 
偏 序 集 既 不 是 上 半 模 的 ， 又 不 是 下 半 模 的 ， 


A 


图 2.4.1 


上 图 中 (d) 可 以 看 作 是 (c) 的 子 偏 序 集 ， 因此 上 (下 ) 半 
模 偏 序 集 的 子 偏 序 集 末 必 是 上 (下 ) 半 模 的 . 

定理 4 任何 有 限 长 的 上 (下 ) 尘 模 偏 序 集 满 足 J-D 链 条 
件 ， 

证 设 (P， 反 ) 是 有 限 长 的 上 半 模 侦 序 集 . 对 连接 P 中 
任意 两 个 可 比 元 素 的 有 限 极 大 链 的 长 使 用 归 纳 法 . 任 取 a， 
bEP(a<<6) 及 连接 b，，a 的 两 个 有 限 极 大 链 : 

A; a=xo Kx AX, A AX, = b, 
b: a= yy YA Kym = b, 


® dbD 。 
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往 证 n=?m. 
”” 当 n= 0 或 1 时 ， 显 然 有 m= 0 或 1， 即 ?= mm。 假定 对 于 办 
于 两 个 给 定 元 索 的 所 有 和 链 中 ， 存 在 长 小 于 或 等 于 n--1 的 
有 限 极 大 链 ， 定 理 的 结论 已 成 并 ,对 于 上 述 的 链 A,，b， 
如 果 m 寺 mn， 必 有 Xi y1( 否 则 ， 由 归纳 假设 知 n~1=m-1， 
矛盾 ) .由 于 xi,yi 有 公共 下 邻 C= xo= yos 因 而 必 有 公共 上 邻 
Xi， 并 有 旦 xs<s xi (否则 ， 由 连接 y1:，5 的 航 大 链 和 到 Xia 到 2xa 
环 … 一 xn = 及 归 纺 很 设 知 n-1=m-1， 邓 上 盾 ). 由 于 
中 与 有 公共 邻 x， 因 而 必 有 公共 上 邻 za， 并 且 xas 
，… 如 此 继续 下 去 ， 得 到 一 列 元 夫 X11，X21s""*sXnis 使 
局 是 x y1 的 公共 上 邻 ，Xxni 是 Xi， X41 的 公共 < 上 邻 (R= 
2，3，…，7) ( 风 网 2.4.2). 
因此 得 到 5 的 一 个 上 领 
Xnl 及 卉 于 Xni， 1 有 
的 两 个 有 限 极 大 链 
Al: yi1 Xi < 
~ Xn—1,1™ Xn 
bi: Yy1< YA "4 
ym = b—<Xn. 
其 中 4 长 为 tp 扬长 
为 m， 重 复 上 述 证 朋 ， 
又 可 得 到 一 列 元 素 : 
Xis 2X229 “9 Xa2 信人 弄 
于 y, 二 Xn2 | 的 两 个 有 
限 极 大 许 : 


A,s 2 一 Xi 一 Xi22 一 人 se 一 MXH_192 一 《人 Xa25 
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Bs ye Ay A Ayn= OAXn Xn 
汇 中 xs 是 x。 的 上 邻 ，4， 的 m, 人 
走 ， 得 到 一 列 渤 素 b = Ka Nal Kn29 "9 Xnps “""， 使 得 
OS xX. AXn Xn A KX 

此 与 P 是 有 限 吉 相 了 矛盾 ， 故 必 有 n=m， 因 此 P 满 足 J-D 链 条 
件 . 利用 对 偶 原 则 可 知 , 对 于 下 半 模 偏 序 集 , 定 理 亦 真 . 

由 定理 3 可 得 

推论 2 ” 带 泛 界 DO 的 有 限 长 上 (下 ) 半 模 偏 序 集 被 维 数 项 
数 所 分 次 . 量 

注 (1) 定理 4 的 逆 不 真 , 例如 图 2.4.3(a) 所 表示 的 偏 

序 集 适 合 j-D 链 条 件 ， 但 不 是 上 (下 ) 半 模 的 . 
/ (2) 定理 4 中 条 件 “ 有 限 长 ” 不 是 必须 的 ， 例 如 图 2.4.3 
《Pp) 应 赤 汶 偏 序 集 是 一 个 无 限 长 上 (下 ) 半 模 偏 序 集 ， 并 且 适 
合 J-D 链 条 件 (因为 -了 D 链 条 件 仅 要 求 连接 给 定 元 素 的 有 限 极 
大 链 等 长 ) 、 其 中 
,= tr | * 是 有 理 数 ， 旦 0 到 r 委 1 工 }， 

0，0ER. 序 关系 规定 为; 
0<o<1i, 0<06<1, alb, 
allx, bollx (VxER), RR 
中 任意 两 元 素 依 通 常数 的 大 小 
关系 委 .显然 尺 是 一 个 连接 1,0 
的 无 限 链 ， 而 1(0) 仅 有 的 下 
邻 ( 上 邻 ) 是 a，6 


练 习 
1 . 补 证 本 节 定 理 1 与 推论 1, 
vv 48 。 


re 
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2， 举例 说 明 ， 若 偏 序 集 P 适 合 I-D 链 条 件 ， 其 子 偏 序 集 
未 必 适 合 . z 

3. 设 (P， 到 ) 是 一 个 有 界 有 限 长 偏 序 集 ， 并 且 满足 -了 D 
链条 件 ， 证 明 : 

(1) 忆 中 任意 两 个 可 比 元 案 间 的 距离 是 有 限 数 ; 

(2) 阁 有 a<<b<c，(a,，b,，c EP)， 则 

1(b/a) +i(c/b) = Ii(c/a)., 

(比较 82. 2 练习 3). 


8 2.5 偏 序 集 的 基数 算术 


数 的 通常 算术 (如 加 法 ,乘法 及 取 窜 ) 可 以 推广 到 佩 序 集 
上 来. 

让 (X%， 委 xz)，( 了 ， 科 r) 是 两 个 给 定 的 偏 序 集 ， 下 面 应 
用 三 种 方法 构造 新 的 饥 序 集 ， 

() 令 矿 =XUY， 并 且 假 定 XnFY= 儿 (否则 可 用 
任何 一 个 与 VY 同 构 且 与 和 不 交 的 偏 序 集 代 替 了 ) .在 矿 中 如 下 
定义 一 个 二 元 关系 志 ，: 

a<b<>a, bEXHa<AbwBa, 5EY 日 c<rb (Va, 
bEW). 

妈 太 中 二 元 关系 三 分 别 保持 了 卫 与 YY 中 原 有 的 偏 序 关 系 ， 
而 任何 xEX 与 yEG7 了 对 于 过 不 可 比 。 易 证 委 是 矿 上 的 一 个 偏 
序 关 系 ， 称 偏 序 集 ( 矿 ， 反 ) 是 偏 序 集 X 与 偏 序 集 Y 的 基数 和 
(简称 为 和 )， 记 作 玉 = 二 + 了 了 . 

(2) 令 T= 及 x 了 Y (第 卡尔 积 ) ,在 人 中 如 下 定义 一 个 二 元 
关系 委 ， (xy) 委 (X ,yxErx yyry’ (VY (x,y)s, 


ne we 


站 


(xy ET)、 易 见 志 是 T 上 的 个 一 偏 序 关 ) 系 . 称 忽 序 集 
(全 , 专 ) 是 偏 序 集 下 与 偏 序 集 了 的 基数 积 (简称 为 积 ) , 记 作 
‘=X 了 或 7 =XVY， z 

偏 序 集 的 基数 积 可 以 推广 到 任 痊 多 个 偏 序 集 上 . 如果 
{(X%o ss) | jE€7} 是 偏 序 集 族 ， 了 是 下 标 集 合 ， 在 笛 卡 尔 积 
4 = II 上 ;上 定义 二 元 关系 委 如 下 : 

f<g<e>f0) <g0), Vi€l, (Vf, gE T). 

则 志 是 上 的 一 个 偏 序 关 系 , 称 偏 序 集 (7T ,和 ) 是 偏 序 集 族 
{X11E 了 的 基数 积 ) 简 称 积 ), 仍 记 作 了 = 本 X,。 特别 地 ， 当 
了 = {1, 2，“。"9 7 是 有 限 集 时 ， 可 记 作 ， 

7 = 和 xx 和 xxX 或 人 = 

(3) 令 已 = {f | 7 X> 和 是 序 同 态 }， 在 下 中 如 下 规定 一 
个 二 元 关系 到: 

[<g>f(x) <rg(x), VxEX, (VYf, 9 €F). 
容易 验证 夺 是 FF 上 的 一 个 偏 序 关系 ， 称 偏 序 集 (F, 声 ) 是 偏 序 
集 X 与 偏 序 集 7 的 基数 需 ( 简 称 堵 )， 记 作 =Y. 

显然 ， 两 个 有 限 偏 序 集 的 和 , 积 与 罕 仍 然 是 有 限 偏 序 
集 ， 两 个 上 (下 ) 半 谍 鲍 序 集 的 和 与 积 仍然 是 上 (下 ) 半 神 偏 
序 集 ， 两 个 有 限 偶 序 集 区 与 了 的 和 半 + 了 的 示 图 可 由 半 的 示 

8 图 与 了 的 示 图 并 列 放置 得 到 . 
? 例 如 图 2.5.1 中 的 (a)，(b)， 
1 OO 
:| 和 (2+2), 积 (2x2) 与 短 (22) 
i 的 示 图 . 
| 偏 序 集 的 基数 算术 具有 以 


定理 1 设 X，Y，2Z 是 任意 偏 序 集 ， 下 述 恒 等 武 成立 
《其 中 等 号 表示 序 同 构 )。 

(1)X+Y=Y+X, X44D = XHY) + 

(2)XY =YX, X(YZ)= (KY)Z, 

(3)X(Y +2)= XY +XZ, (XKX+Y)Z= XZ+Y ZZ) 

(4) Xt = XX (XY) = XV’, (X')’= X'’, 

(SX+Y)TI= 大 -1 十 1 (XY)™!= XY 

(了 了 ) 一 = (一 zz 

证 (1) 一 (3) 留 作 练 习 ， (5) 可 由 对 偶 原 则 得 到 ， 下 面 
还 (4) . 

设 f EXX'*， 则 /是 六 +2Z 到 XX 的 序 同 态 ， 令 fy，fs 分 别 
是 1 在 V 了 及 Z 上 的 限制 ( 即 fr;:Y>X, fr(y)=f(y), VY y EY 
fz: Z>X, fs(z) = f(z2), V2zE€2) .由 于 Y+Z 上 的 序 关 系 保 
皖 了 Y 与 Z 中 原 有 的 序 关系 ， 因 此 易 见 fz，fz 是 序 同 态 ， 即 
frEX ，fsEX:. 反之 ， 对 任意 的 fr EX' 及 fz EX’， 由 
于 了 YNZ= 名 ， 因 此 可 以 唯一 决定 EX“"”， 使 得 在 VY 及 Z 
上 的 限制 恰 为 fr 及 fs. 于 是 fp (fz，fz) 给 出 了 XX ”到 
法 久 * 上 一 个 双 射 ， 饭 证 这 还 是 序 同 构 . 故 有 XX''?= X77X?. 

及 JE (XY)”， 则 f 是 Z 到 XY 的 序 同 态 ， 对 任意 z €2， 
ic 

f(z2)= (fr(z), fr (z)) EXY, 

则 映射 fx zfzr (lz) 与 fy: zfr(z) 分 别 是 Z 到 X 和 2Z 到 YY 
的 同 态 , 即 ，fxEX”,fr EY?。 反之 ， 对 任意 fr EX 及 fiE€ 
了 Y ,存在 唯一 的 JE (X7)2， 使 得 

f(z2) = (fx(2), fr(2)), V2EZ, 
久 此 jp rm (fr，。f7) 是 (XY)' 到 XY 的 双 射 ， 易 证 这 还 是 


9 bie 
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个 序 同 构 , 故 有 (XY)*= XsY*. | 
: 设 /E (X')"， 对 任意 zE€2, 记 f(z2)=fo€X"， 则 fs 
是 了 到 访 的 序 同 态 。 定 义 映射 p;， 了 2Z-> 苇 ， 使 得 
py, 2))= fs(y), (VY (y,2) EY 2). 
易 见 9 是 序 同 态 ， 即 gy EX 一 ， 反 之 ， 若 JEX  ， 对 任意- 
的 z EZ， 可 定义 映射 p,: 了 了 一半， 使 得 
py) =p (yy, 2)), (Vy EY), 
易 证 ,EX'. 令 A Z 一 XX"， 使 得 f(z2)=,， (V2zE2). 
则 易 证 /是 序 同 态 ， 即 fE (X')*， 并 且 满 足 g,=Y%, 因 此 fw>- 
9s: 是 (XX")’ 到 XX 上 的 双 射 ， 并 且 是 序 同 构 ， 故 有 (X*) ”= 
XY | 
基数 疑 的 一 个 重要 应 用 是 构造 2 ,其 中 2 表示 序 数 2 的 链 
( 见 8$ 2.2 例 4) ,六 表 示 任 意 偏 序 集 ， 为 此 需要 定义 几 个 概念 . 
” 设 4 是 任意 集合 ，A 的 子 集 族 SHMU 做 一 个 子 集 环 ， 如 果 仿 
关于 集合 的 交 , 并 封 闭 ， 即 BN CES, BUCES(YB, CE 
SB,C 是 A 的 子 集 )。 称 S$ 是 一 个 子 集 域 , 如 果 S 关于 交 、 并 、 
余 封闭 ( 余 封 闭 是 指 B’ = A- BES,， YBES). 
显然 4 的 震 集 局 (4) 是 一 个 子 集 环 ， 也 是 一 个 子 集 域 . 
设 (X， 反 ) 是 任意 偏 序 集 ，4 是 的 一 个 子 集 ， 称 4 是 
么 的 一 个 M- 闭 子 集 (或 半 理 想 )， 如 果 满 足 条 件 
(M) 各 x 委 y 且 yE4， 则 xE4 (Vx，yEX)， 
对 偶 地 , 称 4 是 有 的 一 个 J- 闭 子 集 ( 或 对 偶 半 理想 )， 如 果 浇 
足 条 件 
(j) 在 xs 和 7y 且 xE4， 则 yE4 (Vx, yEX). 
容易 证 了 明 . 
定理 2 设 (X， 声 ) 是 任意 偏 序 集 ， 则 
® S52 。 
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(1) 福 ， 名 是 革 的 一 闭 子 集 (M- 闭 子 集 ); 

(2) 的 任意 多 个 二 闭 子 集 (M-~ 闭 子 集 ) 的 交 与 并 仍 是 
上 类 的 二 亲子 焦 (M- 闭 子 集 )， 

(3) 4 三 下 是 六 闭 子 集 所 > 不- 4 是 M- 闭 子 集 ， 

(4) XX 的 所 有 本 闭 子 集 (M- 闭 集 ) 构成 一 个 子 集 环 ， 

证 明 留 作 练 习 .。 里 

若 用 J(X) (M(X)) 表 示 偏 序 集 久 的 所 有 本 闭 子 集 (M- 闭 
子 集 ) , 则 关于 子 集 的 包含 关系 (7V(X) 三) ((M (XX), 导 )) 
乱 为 一 个 偏 序 集 ， 称 之 为 了 的 J- 闲 于 集 环 (M- 闭 子 集 环 ). 

定理 5 设 X 是 任意 偏 序 集 ， 则 基数 替 2” 序 同 爸 于 从 的 
二- 闭 子 集 环 (好 2* 守 J (X)). 

证 设 1€E2*， 则 f 是 了 到 2 ( 含 2 个 元 的 链 ) 的 序 同 态 , 
不 妨 设 2= {0,1}， 令 A4= 广 1!(1). 易 见 A 是 外 的 全 闭 于 和 集 ， 
即 扫 = 广 1(1)EJV(X)， 反之 ,对 任意 AEJ(X)， 则 A 是 入 的 
4 闭 子 集 ， 定 义 f/，>2， 使 得 对 任意 xEX,f(x) = 1 ( 若 
%E4A) 或 f(x) = 0 (车 xE4) 。 易 证 /是 序 同 态 ，、 即 广 E 25， 
并 且 广 (1)=A， 因 此 ff1(1)= A 是 27 到 J (天) 上 的 一 
个 双 身 ,并且 f 志 g 当 且 仅 当 广 (1) Sg (1) (Yjf,g9€ 2 )， 
即 上 述 双 射 是 序 同 构 . 故 有 2 父 7(X)。 量 

由 对 偶 原 则 可 得 

定理 3 设 闪 是 任意 偏 序 集 ， 则 基数 需 2z 序 同 构 二 六 
的 M- 闭 子 集 环 ( 即 2x 人 兰 MCX))， 国 


练习 


1, 补 证 定理 1 及 定理 2. 
2. 证 明 ， 若 X， 了 是 两 个 上 (下 ) 半 模 偏 序 集 ， 则 和 + 了 ， 


0 53%. 


3. 设 从 是 一 个 序 集 ， 对 任何 基数 mw 的 反 链 (网 和 2. 2 例 
4 )， 证 朋 ; X11=X,，X"X*= X"i" : 

4. 设 P，Q@， 为 有 限 偏 序 集 ，P 了 至 少 有 2 个 元 且 PP 有 一 
取 小 元 证明， 大 记 尘 P"， 则 有 Q@ 实 民 ， 


32.6 极 小 条件 


由 82. 2 定理 1 可 知 在 有 限 偏 序 集中 ， 任 何 非 空 有 限 子 集 
一 定 有 极 小 元 ( 极 大 元 ) 。 本 节 进 一 步 讨 论 这 方面 的 间 题 . 

设 (P， 筷 ) 是 任意 一 个 偏 序 集 。 考虑 下 述 条 件 ; 

A. 极 小 条 件 ， 了 PP 中 任意 非 空 子 集 一 定 有 极 小 元 ， 

B. 降 链 条 件 ， ! 中 任意 元 素 列 {a， 1 = 1， 2，*…]} 夺 组 成 
一 个 降 链 ， 恒 ] 

Qi 之 Qs 宇 之 gq, 宇 *…， 

则 天 在 一 个 正 整 数 m， 使 得 an = anis， n=1，2,，…; 

C. 归纳 条 件 ， 尘 于 任意 一 种 性 质 z:， 若 

(寺中 一 切 极 小 元 ( 当 它 们 存在 时 ) 具有 性 质 e， 

(对 村 任意 acE 忆 ， 如 妥 一 切 真 小 于 ce 的 元 素 都 具有 性 
质 s。， 可 推 得 ea 也 具有 性 质 s， 
则 妃 中 所 有 元 素 都 具有 性 质 。. 

对 偶 地 ， 可 有 

A“. 极 大 条 件 ， PP 中 任意 非 空 子 集 一 定 有 极 大 元 ; 

B/. 升 链条 件 ，P 中 任意 元 素 列 fa, | n= 1，2，…} 着 组 
成 一 人 天 名 BH 
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则 存在 一 个 正 整数 m， 使 得 cm = Gam:。， n=1, 2 

C-“ .对偶 归 纳 条 件 ， 对 于 任意 一 种 性 质 e:， 厦 

(i) 中 一 切 极 大 元 ( 当 它 们 存在 时 ) 具有 性 质 e， 

(ii) 对 于 任意 a € P， 如 果 一 切 真 大 于 a 的 元 素 都 具有 性 
质 。， 可 推 得 a 也 具有 性 质 e， 
则 PP 中 所 有 元 素 都 具有 性 质 e. 

下 面 证 明 

定理 1 对 于 任何 偏 序 集 (P， 乏 )， 条 件 A，B，C (对 
偶 地 ，A“ ，B“，C”) 彼此 等 价 ， 

证 A=>C. 设 P 满 足 极 小 条 件 ，e 是 某 一 性 质 ， 并 且 好 
纳 条 件 的 前 提成 立 . 令 

M={a|]a€PHa 不 具有 人 性质 e} ， 

则 MCP， 石 朋 天 弥 ， 由 人 A 知 训 中 有 一 极 小 元 a €M， 根 据 归 
纳 条 件 的 前 提 ，、4a 不 是 了 中 的 极 小 元 ， 但 是 一 切 真 比 go 小 的 元 : 
过 不 在 MM 中 ， 因 而 具有 性 质 :， 由 归纳 条 件 的 第 二 个 前 提 推 : 
得 a 也 具有 性 质 e， 此 与 4€ M 了 矛盾 . 故 M= 多 ， 即 C 成 立 ， 

C=>B. 设 P 满 足 归纳 条 件 . 规定 : 

人 当当 天 下 9 生 的 降 链 

G 三 G1209 之 和 之 0 之 

必 稳 定 在 有 限 项 ， 即 存在 正 整 数 zo， 使 得 as, = ai = asty = 
…， 亚 然 上 中 一 切 极 小 元 ( 当 它 们 存在 时 ) 具有 人 性质 e. 设 c E 
P， 并 且 所 有 真 比 a 小 的 元 素 都 具有 性 质 s， 易 证 a 亦 具 有 性 . 
质 e， 由 C 知 局 中 所 有 元 素 都 具有 性 质 e。 故 了 成 立 . 

B=>A. 设 B 成 立 ， 若 A 不成立 ， 则 存在 N S 已 ，N 关 
马 ， 必 无 极 小 元 ， 显 然 六 是 无 限 集 。 任 取 o EN，al 不 会 是 入 
的 极 小 元 ， 因 此 存在 csE AN 使 得 cos ，。， 假定 已 经 区 环 


*, 00 。. 
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D9 02 0 EN, 并 有 a;>0s> >a 显然 a 也 不 是 入 
的 极 小 元 ， 于 是 存在 ciEAN， 使 得 as>>as+b 这样 继续 下 
法 可 得 人 改 中 一 列 元 素 
Qa1>a2s> >>, 

此 与 条 件 B 矛 盾 . 故 A 成 立 . : 

利用 对 偶 原 则 知 A，B’，C’ 彼 此 等 价 . 重 

归纳 共 件 不 仅 使 我 们 可 依 归 钠 法 去 进行 证 明 ， 也 可 用 归 
其 法 来 构造 . 

定理 2 设 (P， 筷 ) 是 满足 极 小 条 件 的 偏 序 集 ， 人 矿 是 任 
意 给 定 的 集合 ， 则 存在 唯一 的 映射 p: P> 玉 ， 满 足 茶 件 ; 

(1) 在 PP 的 所 有 极 小 元 上 gp 取 给 定 的 值 ， 

(2) 9 满足 给 定 的 递 推 天 系 ， 即 对 任意 的 CE，9p(c) 由 
.所 有 真 小 于 a 的 元 素 6(<<o) 的 值 p (26) 唯一 确定 . / 

证 ”只 给 出 证 明 概 要 ， 细 节 留 给 读者 补充 . 

唯一 性 。 若 映射 p，y 皆 满足 条 件 (1)，(2), 令 M= {x| 
XEP,， p(x)#*y(X)}， 可 证 M= 了 好. 否则 ， 凡 中 有 极 小 元 
GE4W， 但 a 不 是 已 由 极 小 元 ， 因 此 有 PEZ，28<a， 并 且 所 有 
这 样 的 适合 p(b) =y(5b) ( 即 5EM)， 由 递 推 关 系 知 (a) = 
Yla)。 亨 目 . : 

存在 性 . 对 于 a EP， 规 定 a 具 有 人 性质 e 当 且 仅 当 在 截 段 
(与 扩 之 间 可 定义 上 映射 gp。 有 晶 满 足 ， 

(i) ”在 (qj 的 极 小 元 (显然 也 是 P 的 极 小 元 ). 上 取 给 定 的 
值 ， : 
(ii) go 满足 给 定 的 递 推 关 系 ， 
饭 见 PP 中 一 切 极 小 元 具有 性 质 z:。 若 as，6b5 EP 都 具有 性 质 e 且 
二 <a， 雪 证 9s 在 (6] 上 的 限制 等 于 ps。 由 此 可 证 ， 若 一切 真 
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比 a 小 的 元 素 都 具有 性 质 e， 风 c 亦 然 。 利 用 归纳 条 件 知 已 re 
一 切 元 素 都 具有 性质 s， 最 后 定义 pg，P> 矿 ， 使 得 p(a) = 
ye(ao)，YaEP， 可 验证 p 符合 要 求 . 和 
一 个 满足 极 小 条 件 的 线性 序 集 ( 链 ) 叫做 一 个 良 序 集 ( 权 : 
应 的 线性 序 关 系 叫做 一 个 良 序 ) 
例如 自然 数 集 N 关 于 通常 数 的 大 小 关系 系 是 一 个 良 序 集 - 
若 (P， 芭 ) 是 一 个 良 序 集 ， 易 证 已 的 任意 子 偏 序 集 也 是 良 序 . 
集 . PP 中 有 唯一 的 极 小 元 (也 是 最 小 元 ) .对 于 任意 a€P, 只 
要 a 不 是 PP 的 最 大 元 ， 一 定 存在 唯一 的 5E€P，b 是 a 的 上 邻 . 
(也 称 5 为 a 的 后 继 元 ). 但 是 a 未 必 有 下 邻 ， 当 ce 不 是 的 最 小 
元 且 o 无 下 邻 时 ， 称 co 为 居中 的 极限 元 . 
下 面 证 明 
定理 5 设 (P， 忆 ) 是 任意 偏 序 集 ， 则 PP 满足 极 小 条 件 当 : 
旦 仅 当 PP 内 的 所 有 链 痢 是 良 序 集 。 
证 ”必要 性 显然 ， 若 号 内 所 有 链 是 良 序 集 ， 设 a1 宇 Qs 之 
之 a 之 是 忆 内 任意 一 个 降 链 ， 则 该 链 中 有 一 最 小 元 ， 比 
是 ac， 从 ja = 4a41=“*， 故 PP 满足 极 小 条 件 , 即 充 分 性 成 


[4 对 
ES 


大 (PP，、 硅 ) 是 一 个 偏 学 集 ，a EC 了， 称 人 的 二 只 
(aj*= (a]—{a}= {x| xEP, x<a} 

为 由 a 决定 的 开 截 段 ， 相 应 地 ，〈4J 吕 做 由 a 决定 的 闭 截 段 (或 
截 段 ) (参见 $2.1). 

8$2 .7 让 要 用 到 以 下 结 示 ， 

定理 4 设 (P， 志 ) 是 一 个 良 序 集 ，ACP(A4P), 则 有 

(1) 4 是 己 的 M- 二 了 于 集 所 > 存在 CE 使 得 4= Cal ”= 
( 符 别 ， 放 是 PP 的 开 截 段 )，; 
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(2)ab( VY a, bEP) ESLbE (a 

(3) 者 在 上 添加 一 个 最 大 元 (I*EP), 记 P*=PU 
斩 }， 规 应 7*( Yo EP*)， 而 PP 中 元 素 保 持原 来 的 序 关 
:每 ， 则 PP* 也 是 良 序 集 . 

证 明 留 作 练 习 ， 量 

练 习 

1. 证明， 有 限 长 的 偏 序 集 满足 极 大 条 件 和 极 小 条 件 ， 

2. 设 (P， 筷 ) 是 任意 良 序 集 ， 证 明 ， 

(1) 了 PP 的 每 一 个 子 偏 序 集 仍 是 良 序 集 ， 从 而 的 任意 非 空 
子 集 有 最 小 元 ; 

(2) 了 中 每 一 个 元 素 ( 非 最 大 元 ) 都 有 一 个 后 继 元 (上 邻 )， 
-举例 说 明 一 个 元 素 ( 非 最 小 元 ) 未 必 有 下 邻 ， 

3. 证 明 本 节 定 理 4。 


$2.7 等 价 于 选择 公理 的 一 些 定理 


本 节 证 明 几 个 与 选择 公理 (81.5) 等 价 的 定理 ， 在 不 同 的 
扬 合 下 使 用 它们 各 有 方便 之 处 ,它们 是 

Lermelo 定 理 任意 一 个 集合 P 都 可 良 序 化 ( 即 存在 P 上 
的 一 个 线性 序 和 过 ， 使 ( 忆 ， 到 ) 成 为 良 序 集 ); 

Hausdorff 定 理 在 任意 偏 序 集 (P， 返 ) 中 ， 忆 内 的 每 
一 个 链 包 含 在 某 个 极 大 链 之 中 

Kuratowski-Zorn 定 理 知人 偏 序 集 ( 也 ， 委 ) 内 任 一 链 在 
卫 内 都 有 一 个 上 界 ， 则 PP 的 每 一 个 元 素 都 含 于 某 一 个 极 大 元 
中 。 
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上 述 三 个 定理 有 时 也 分 别 叫做 良 序 公理 ， 册 ausdorfift 极 
大 原理 及 Zorn 引 理 . 下 面 分 四 步 证 明 它 们 都 等 价 于 寻 择 公 
理 ， 

命题 1 ”选择 公理 列 涵 Zermelo 定理 . 

证 设 P 是 任意 给 定 的 集合 (P# 好 ) .由 选择 公理 ， 存 
在 选择 函数 p， 使 得 对 任意 WEP，Nz:zgO,p(CV)EN， 称 N 
.是 标定 子 集 当 且 仅 当 入 可 以 良 序 化 ， 并 且 对 任意 a EN 有 

a= 9p(P- (ay ). (#) 
其 中 (oJ]w* 表 示 在 良 序 集 N 中 ， 由 a 决定 的 开 截 段 ($2.6). 令 
9={N| GNEP，N 是 标定 子 集 }， 
:显然 2 好 ( 易 证 单元 集 {p(P)}E.2) . 若 NWE.， 则 用 么 v 吉 
示人 中 取 定 的 满足 (*) 式 的 一 个 良 序 、 可 以 证 明 ， 

(1)( 儿 ， 导 ) 是 线性 序 集 (其 中 己 是 集合 包含 关系 )， 并 
自若 A4，BE，ASB，A 关 B， 则 A 是 B 的 一 个 开 截 段 ( 关 
于 <&,). 

任 取 4， 刀 E.G， 设 c，! 分 别 是 良 序 集 (4， 芭 与 (有 
- 实 相 中 的 最 小 元 ， 由 (*) 式 知 a=9(P) =6， 从 而 知 (4， 反 4) 
与 (B， 芭 a 有 非 空 的 相 重 M- 闭 子 集 . 令 C 是 4，B 所 有 相 重 
M- 闭 子 集 的 并 ， 则 CC 仍然 是 4，B 的 相 重 M- 闭 子 集 (§2.5 定 
理 2). 若 C#4 且 C: B， 则 存在 4 EA 及 bEB， 使 得 C= 
(c] 必 = (bj 六 ($82.6 定 理 4). 由 (*) 式 得 a=g9(P-C0)=b, 
因此 C 真 包含 在 CU{o}=CU{6) 之 中 ,显然 (oJ]4=CUt{o} 
= CU {6} = (6b]s 是 4，B 的 相 重 M- 闭 子 集 ， 此 与 C 的 选取 矛 
着 . 故 必 有 C =A 或 C=B， 因此 有 ASB 或 BCA,， 并 且 当 
-A 天 B 时 ，A 是 8 的 开 截 恨 或 B 是 A 的 开 截 段 . / 

(2) 石 4 BE 2，ASB， 则 对 任意 的 ，8EA，, 有 


$9 。 


和,D< ->a0 委 ?0。 

不 妨 设 a 关 b. 车 oa< bp 易 证 (0J] Ez 并且 (02 器 
BB. 由 (1) 知 (6j* 是 B 的 一 个 开 蕉 段 且 含 a 不 含 ，,， 从 而 a 
(82.6 定 理 4). 反之 ， 若 a 之 bb， 亦 可 证 a<4b (全 则 ， 由 于 
志 , 是 线性 序 ， 可 知 必 有 6 之 ,a， 由 上 面 结 果 推 出 b<sa, 户 
厦 ). : : / 
(3) 令 L = U4 则 LE9， 因 而 是 中 最 大 的 标定 于 
集 。 

显然 上 天 名。 对 任意 a，b5EL， 不 妨 设 a EA,， bEB, A 
BE 并且 ASB. 如 下 规定 上 的 二 元 关系 二， 


6G 委 0<>0< 安 50， 
由 (1)，(2) 可 知 上 述 定义 合理 ， 并 且 志 是 线性 序 . 上 中 厦 有 
降 链 
01 之 0 之 人 之 Gen (#%) 


不 妨 设 aEA;，AiEYG=1,，2,， ……), 可 以 断言 对 任意 
的 ， 必 有 a A1. 否则 ， 若 有 ci;EA1(i 宇 2),; 则 4 寻 41. 由 
(1) 知 必 有 A1C.A,， 且 4 是 (A,， 志 4a) 的 开 稚 段 ， 含 gai 不 含 
Gt。 于 是 Qi<< was， 此 与 1 宇 as 予 盾 . 故 (%¥*) 世 是 (A1， 夺 41} 
中 的 降 链 ， 于 是 存在 正 整 数 m， 使 得 cow=ans=…， 改 三 是. 
工 中 的 良 序 。 易 证 所 满足 性 质 (*). 故居 GE2. 

(4) 工 = P， 从 | 而 PP 可 以 良 序 化 . 

若 上 隆 P， 则 P- 工 关 懈 ， 令 =p(P-L)， 在 民 序 集 (L， 
筷 ) 中 添加 一 个 最 大 元 a*， 可 得 到 一 个 良 序 集 *=LUt{a*} 
(82.6 定理 4)。 多 证 EZ， 此 与 的 选取 矛盾 , 故 上 = 
Pp.E : | 

命题 2 Zermelo 定 理 剖 涵 Hausdorff 定理 。 
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证 议 (P， 到 ) 是 一 偏 序 集 ，-4 是 2 内 的 一 个 链 . 和 欲 证 4 
钨 含 在 P 的 某 一 极 大 链 之 中 . 若 A = P， 结 论 显 然 成 立 . 设 
.A 站 P， 则 B= 了 -A 名 ， 握 根 Zermelo 定 理 , 存 在 3 的 一 个 
委 序 过 “， 使 得 (8B， 到 /成 为 良 序 集 ( 注 意 ， 反 “与 P 中 的 偏 
序 科 无 任何 联系 ) 。 将 8 中 元 素 分 为 二 类 ， 

设 b 是 (8B， 夺 小 的 最 小 元 ， 若 ,与 4 中 每 一 个 元 素 可 比 
( 依 P 中 的 偏 席 志 )， 则 如 划 为 第 一 类 ;人 否则 56 划 为 第 二 类 .对 
如 中 任意 元 素 b， 假 定 真 小 于 (关于 志和 )6 的 所 有 元 素 的 归 类 
已 划 定 ， 则 46 的 轨 类 如 下 规定 ， 车 6 与 4 的 每 一 个 元 素 及 B8 中 
真 小 于 (关于 志 人 )b 且 已 划 归 第 一 类 的 元 素 都 可 比较 (关于 PP 
中 偏 序 二)， 则 46 划 为 第 一 类 ;否则 ，5 划 为 第 二 类 . : 

由 归纳 条 件 可 知 ，B 的 所 有 元 素 一 意 地 划 归 第 一 类 或 第 
二 类 . 令 

C=AU1{xjixEB 有 x 属于 第 一 类 )， 

则 CC 中 任意 两 个 元 素 是 可 比 的 (关于 志 )， 因 而 C 是 P 内 的 链 . 
汤 见 C 是 PP 内 的 极 大 链 ， 故 命题 得 证 , 虱 : 

命题 3 Hausdorff 定 理 蕴 涵 Zorn 引 理 ， 

证 仅 (P， 志 ) 是 一 偏 序 集 ， 其 中 任意 链 都 有 一 个 上 
界 . 任 取 a EP， 则 {0a} 是 P 内 的 链 ， 由 Hausdorff 定 理 ， 它 包 
含 在 P 的 某 一 个 极 大 链 .A 中 ， 设 b 是 A 的 一 个 上 界 ， 易 见 c<8 
并 且 65 是 P 中 的 极 大 元 . 上 

命题 4 由 Zorn 引 理 可 推 得 选择 公理 . 

证 设 P 是 任意 集合 (P 天 名 ), 称 P 的 一 些 非 空 子 集 组 成 
的 子 集 族 S 是 正规 的 ， 如 果 存 在 一 个 选择 函数 pe，3S-> 尸 
车 得 任意 弛 #LSEP，4ES, 有 pe(4) E4. 令 

2 ={9 | 3 是 Z 的 正规 非 空 子 集 族 }， 


, 9 外 本 1 对 了 
人 = i + 


对 于 每 一 个 SE .2g， 取 定 一 个 相应 的 选择 函数 prs。 饭 见 2 去 
好 (显然 1P) E)， 如 下 规 一 个 二 元 关系 专 ， 
S<T(YS, TEZ) 
<->SCT 有 Hg9r 在 SS 上 的 限制 等 于 pw 
则 过 是 多 中 一 个 偏 序 关系 .车 及 是 (2， 委 ) 中 一 个 线性 序 子 … 
集 ， 令 7 = Us, 并 定义 了 ->P， 使 得 对 任意 4E7， 
若 AE€s5， Ser, 则 9 (A) = ga(A)。. 亦 即 y 在 S 上 的 限制 等 
于 ps*(YSE 太 ) .由 于 三 是 2 中 的 线性 序 子 集 ， 易 证 % 的 定义 ， 
合理 并 且 是 了 上 一 个 选择 函数 .因而 TEZ 且 是 的 一 个 上 
界 . 由 Zorn 引 理 知 (2， 委 ) 中 有 极 大 元 。 
设 矿 是 .2 齐 的 一 个 极 大 元 ， 可 以 断言 ， 丈 包括 了 忆 的 所 
有 非 空子 集 ， 从 而 pr 就 是 P 的 所 有 非 空子 集 组 成 的 子 集 族 上 . 
的 一 个 选择 函数 ， 若 不 然 ， 设 4E1W， 名 看 ASSP， 取 定 oE€- 
A. 令 WWV*=WVU1{A}， 并 且 定 义 gw*x:; WV*->P， 使 得 
gw(B), 若 BEWW， 
a, B=A. 
则 易 见 WV*€E gg， 此 与 矿 是 极 大 元 子 盾 . 里 
最 后 我 们 指出 ， 在 上 述 四 个 等 价 的 公理 中，Zorn 引 理 . 
使 用 起 来 有 特别 的 方便 之 处 . 作为 例子 ， 下 面 证 明 
命题 5 设 志 是 集合 PP 的 任意 一 个 偏 序 关系 ， 则 存在 的 
一 个 线性 序 关 系 k， 满 足 : 
(x) ” 若 x 夸 y(Yx，y EP)， 则 xRy. 
证 令 P*={R | 是 P 的 偏 序 关系 且 R 满 足 (*)}， 显然 
过 EP*, 因 此 P* 二 名 ,并 且 关 于 二 元 关系 的 包含 于 关系 ,(P*， 
ES) 成 为 一 个 和 偏 序 集 . 若 信 是 P* 中 一 个 链 , 易 见 Q = UREP™ 
且 是 三 在 天 内 的 一 个 上 前 . 由 Zora 引 理 知 /中 有 极 大 元 R- 
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Pw* (BB) = 


:显然 是 忆 的 偏 序 且 满 足 (x) .还 需 证 及 是 线性 序 . 天书 不是 
线性 序 ， 刚 存在 vvEP， 使 %，z 关 于 及 不可 比 . 在 局 中 定 
义 二 元 关系 RI1: z 
: xhRiy<—>xRy 或 xRu HvRy(VYx, »yEP), 
划 于, 满足 (*) 。 下面 证 Ri 是 局 上 的 侦 序 关系 。 ki 显然 广 足 
反 身 性 ， 设 xRy，yRRiz(x，y，2EP).， 由 局 之 定义 知 有 以 
下 四 种 可 能 : 

(1)xhy HyRz—>xRz, 

(2) xRy, yRuHvuRz>xRuHoRz, 

(3)xRu, vRyH yrRz—>xRuHvRz, 

(4)xRu, vRhy, yw 且 vKRz=>vKu( 邓 盾 ). 
前 三 种 情形 皆 可 推 得 xR,z， 而 第 四 种 情形 不 会 发 生 ， 上 由 此 
知 忆 满足 传递 注 。 类 似 地 可 证 反对 称 性 .因此 忆 , 是 偏 序 关 
系 ， 即 , EP*， 显然 R 守 RR, 但 R 志 RI， 与 R 是 极 大 元 矛盾 ， 
族 f 是 线性 序 . 年 
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1. 证明， 若 偏 序 集 (P， 三 ) 中 的 反 链 至 多 含有 个 元 ， 
则 PP 是 R 个 链 的 并 ( 即 存 在 有 个 己 内 的 链 .A,(i =1,2,*…,k) 使 
得 P= U40. : 

2. 证 明 ， 知人 入 序 集 ( 己 ， <) 内 每 一 个 链 及 反 链 都 是 有 了 民 
集 ， 则 了 为 有 限 集 ， 
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第 三 章 格 


格 是 一 类 重要 的 偏 序 集 ， 它 的 理论 已 经 深入 到 数学 的 各 . 
个 分 支 ， 在 许多 领域 中 (如 抽象 代数 ,射影 几何 、 点 集 论 、 拓 
扑 学 、 泛 六 分 析 、 他 辑 及 概率 论 等 ) 都 有 广泛 的 应 用 . 本 章 
主要 介绍 格 的 一 些 基本 知识 ， 包 括 格 的 定义 (§3.1), 格 的 类 
型 (83.2) .理想 (83.3)、 格 同 态 ($83.4) 、 格 同 余 ($83,5) , 格 的 表 
示 ($3.6) 中心 元 分配 元 .标准 元 (83.7，83.8) 及 格 多 项 式 
($3.9) .深入 的 讨论 放 在 以 后 诸 章 。、 


83.1 格 的 定义 与 代数 特征 


设 4 是 佩 序 集 (P， 志 ) 的 任意 于 集 ， 今 后 我 们 将 如 下 表 - 

示 -4 在 上 内 的 上 确 寞 及 下 确 和 ( 当 存在 时 )， 
supA=\VA= \Va, 
inf A= 信 A= Aa. 


若 A= {ql，0s，。，…，。4s} 为 有 限 嘛 ， 也 记 
V4=aVazwVvYVaus= Va 
八 A=a/N\as/N\"" an = 入 ar。 
一 般 地 ，V-4 及 人 -4 未 必 存 在 ， 


在 一 个 偏 序 集 (L， 三 ) 中 ， 如 果 任 意 两 元 x，y 都 有 有 上 确 
界 xVy 和 下 确 界 x 人 y， 则 称 偏 序 集 ( 上 ， 反 ) (或 简称 上 ) 为 一 
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个 格 . 

这 时 ，xVy 及 x 人 y 分 别 叫做 x 与 y 的 并 和 交 ， 

例 1 任何 线性 序 集 ( 即 链 ) 是 格 ， 对 任意 两 元 xy， 大 
有 x 和 yy， 则 xVy=y， 2XA 人 7 =x， . 

例 2 ” 设 4 是 给 定 集合 ， 由 -4 的 各 于 子 集 构 成 的 子 集 环 
(定义 见 $2.5) 关 于 集合 包含 关系 三 成 为 格 其 中 VY = 
UY，XAY =XNY. 特别 地 ，A 的 窜 集 P(A) 是 一 个 格 ， 
称 为 4 的 等 集 格 . 

例 3 设 矿 是 数 域 己 上 的 向 量 空间 ， 严 的 所 有 子 空间 组 成 
的 集合 关于 集合 包含 关系 对 成 为 一 个 格 ， 若 这 ，WV^ 是 让 的 
栅 个 子 空 间 ， 则 丈 人 于 ”= 刺 站 天 (于 空间 的 交 )， 矿 V 
三 中 + 玉 “ (于 空间 的 和 ) . 

知 格 过 只 含有 限 个 元 素 ， i i 
' 则 称 工 为 有 限 格 ; 否则 就 称 为 a 
无 限 格 .显然 有 限 将 也 可 以 用 
所 asse 图 来 表示 ,例如 图 3.1.1 zx 
表示 了 两 个 五 元 格 . 

类 似 地 ， 偏 序 集中 其 它 许 AN 
多 概念 及 术语 ， 如 泛 界 (单位 

元 7 ， 零 元 O)、 邻 元 .原子 .长 3.1.1 

““《 维 数 ) ,有 限 长 ( 束 相 对 有 限 长 ， 有 界 有 限 长 ) 、 区 间 、… 等 ， 
都 可 有 目 然 地 移 用 到 格 上 来 ， 这 里 不 再 长 述 。 

由 定义 可 得 : 

定理 1 设 X,， 了 是 非 空 的 偏 序 集 ， 则 

(1) 天 是 格 拓 > 和 中 任意 非 空 有 限 子 集 有 上 确 界 和 下 确 
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(2) 必 是 格 拓 > 人 (和 的 对 偶 ) 是 格 ; 

(3) 基 数 积 X 了 是 格 志 > 与 VY 痢 是 格 ; 

(4) 基数 顶 了 是 格 所 > 站 是 格 . 

证 “由 格 的 定义 可 得 (1)， 由 对 偶 原 则 可 得 (2)， 下 证 
(3) 与 (4). 

对 任意 (xy,y)，(xX7y') EXY， 易 证 (x，y)V(x’,y’) 
存在 当 且 仅 当 xVx’ 与 "Vy 都 存在 ， 并 且 有 (x，2)V 
(x/，y ) = (xVx’，y Vy ); 对 偶 的 结论 也 成 立 . 由 此 知 
(3) 成 立 . 

设 了 是 格 。 对 任意 f/，g EYY， 定 义 

rso0: KX>Y RK yrs: 人 了， 
使 得 对 任意 xEX, gys0(x) =f(x)Vg(x), Yrso(x) = 
f(x) 八 g(x) . 易 证 gys0s9W1so El， 寺 且 f Vo = sgs fAN9= 
,os， 因 此 YX 是 格 . 
反之 ， 设 了 < 是 格 ， 对 任意 y，y” EY 了， 定义 

fy: X—>Y 及 fy XA—Y, \ 
使 得 对 任意 xEX,，f(X)=y，f1(X)=y 。 艺 见 f， 
fmEYXY， 并 且 所 所 fr' 当 且 仅 当 y<y 和, 令 9=f,Vir(9* 
€Y 7), PX0) = zo(Xxo€ 久 是 任意 取 定 的 一 个 元 案 )， 则 可 证 
y》Vy = 2z0， 同 理 证 y 八 y 也 存在 ， 故 》 是 格 。 因此 (4) 成 
vy...I . 

上 述 定理 中 有 关 基 数 积 的 结果 可 以 推广 到 任意 多 个 偏 序 
集 上 去 ， 

设 久 是 格 上 的 一 个 子 集 ， 若 对 任意 0，6b5EX， 总 有 oa/ 
EX ， ovVDEXT， 则 称 为 格 乙 的 一 个 子 格 。 

据 根 定义 ， 下 述 事 实 是 显然 的 : 
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(1) 空 子 僻 好 是 格 志 的 子 格 ; 

(2) 格 的 单元 子 集 {a} (a EL 上 ) 是 元 的 子 格 ; 

(3) 格 工 的 任意 区 间 [a， 轨 (a，b EL，ab) 是 上 的 于 
格 ， 

(4) 任 意 多 个 子 格 的 交集 仍 是 一 个 子 格 ， 

(5) 若 全 是 格 工 的 子 格 ， 则 关 作 为 子 偏 序 集 本 身 也 是 
格 ， 并 且 对 任意 9a，48EX，a 与 6 在 久 内 的 上 (下 ) 确 界 同 它 们 
在 LL 内 的 上 (下 ) 确 界 是 一 致 的 . : 

注 ”可 能 存在 这 样 的 和， 它 作为 格 | 
上 的 于 偏 序 集 本 身 成 为 格 ， 但 不 是 工 的 
子 格 . 例如 在 图 3.1.2 所 表示 的 客 L 中 ， “ “ 
令 和 =L-{o,b,e}, Y=L-{e}), 则 三 有 e yc 
是 工 的 子 格 ， 了 不 是 工 的 子 格 ,但 是 YY 
作为 子 偏 序 集 本 身 成 为 格 . | “ 

设 且 是 格 上 的 任意 子 集 ， 由 上 述 图 3.1.2 
(4) 可知 ， 工 中 所 有 包含 态 的 子 格 的 交集 仍 是 L 的 子 格 ， 称 之 
为 由 已 生成 的 子 格 ， 记 作 ( 瑟 )， 天 叫 做 该 子 格 的 一 个 生成 
系 . 知 刀 = {ai, U2> “"°, Ga} 为 有 限 集 ， 也 记 

(H)= (gag, ds", Gn) . 

下 面 讨论 格 的 代数 特征 ， 若 二 是 一 个 格 ， 则 亏 中 任意 丁 
个 元 素 x*，y 唯 一 确定 了 交 %x 八 y 与 并 x\Vy. 因此 L 可 以 看 成 
是 谤 有 了 商 个 二 元 运算 八 ，V 的 代数 系 . 

定理 2 在 格 (L， 志 ) 中 ， 下 述 条 件 等 价 : 

(1)xy, (2)x/N\y=x, (3)xVy=y, 

证 ”者 X 委 多 则 x 是 {x%， 2 的 下 卉 。 者 z 是 {x， y)} 的 任 
六 一 个 下 界 ， 则 z 志 x， 芭 x 是 {x，y)} 的 下 确 界 。 注 此 x 八 y = 
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xX， 反之， 若 x* 八 y=%， 显然 有 xY 委 y， 故 (1) 与 (2) 等 价 . 由 
对 偶 原 则 知 (1) 与 (3) 等 价 ， 量 
特别 若 格 Z 中 有 泛 界 O( 零 元 ) 及 7( 单 位 元 )， 则 对 任意 
EL 有 :; 
Xx/ANO=0O0, xVO=x, YAN7T=xX xVI=I1. 
定理 5 在 格 (Z， 委 ) 中 ， 对 任意 x，y， 2zEZL， 有 
L1 x 八 xX=x，x\Vx=x; ( 璐 等 律 ) 
L2 x 八 y=y 八 Xx，x\Vy=yVx; (交换 律 ) 
L3 YXxXAN 人 (yyA 人 NAz) = (X 八 人 人 2， 
XxX\V(yVz) = (x'Vy)\Vz，; (结合 律 ) 
L4 x 八 (x\Vy) =x=xV(x 八 y)， (吸收 律 ) 
证 由 定理 2 多 证 Ll1，L2 及 L4 成 立 ， 由 $2.3 定 理 4 知 
汇 3 成 立 . 有 : 
推论 ] 在 格 L 中 ， 交 ,并 运算 是 保 序 的 ， 即 对 任意 %%， 
2 2z2EL， 若 x 所 y， 则 x 人 zy 八 2?，X% V2 所 yy Vz， 
证 明 留 给 读者 . 是 
推论 2 在 格 上 中， 成 立 分 配 不 等 式 . 即 对 任意 的 x 2y， 
.2EZL， 有 
(1)x/A\(yV2)>(x/A\Yy) V(x/AN2); 
(2)xV (yAN\2) (XV A (x V2). 
证 由 推论 1 和 x 八 (yV2z) 宇 x 八 yHx 八 (yV2) 之 x 八 z， 
数 X 八 (yV2) 宇 (xX 八 3)VYV (x 八 z2)。， 邑 (1) 式 成 立 ， 由 对 偶 原 
测 灶 (2) 式 也 成 江 ， 
推论 5 在 格 上 中 ， 成 立 模 不 等 式 . 即 对 任 意 的 Xx，y， 
记 E€L, 若 * 夸 z， 则 XV (y 作 2) 志 (xVy) 作 z， 
证 ”由 定理 2 及 分 配 不 等 式 (2 ) 直 接 得 证 . 用 
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一 般 地 ， 在 一 个 格 中 ， 推 论 2 及 推论 3 中 诸 不 等 式 中 的 : 
等 号 未 必 成 立 ， 例 如 图 3.1.1 的 入 ,给 出 这 样 一 个 例子 。 

由 定理 3 知道 ， 一 个 格 忆 是 带 有 人 ， YV 两 种 二 元 运算 且 
具有 性 质 L1 一 L4 的 代数 系 ， 事 实 上 ，L1 一 L4 完 全 刻 划 了 格 
的 代数 特征 ， 

定理 4 设 志 是 带 有 人 ， V 两 种 二 元 运算 的 代数 系 ， 并 
日 满 足 性 质 L1 一 L4， 则 z 

(1) Vx, yEL,xXAy=xXE>XVy= ys 

(2) 在 上 中 如 下 定义 二 元 关系 专 ， 

XEYE>XAy= xX, 

则 (LL， 专 ) 是 格 ， 并 且 x 人 yy 与 XV y 分 别 是 x，y 在 格 上 L 中 的 下 
确 窜 及 上 确 界 (Vx,» ELD)。 

证 (1) 若 XxX 人 Ay=x， 由 L2 及 L4 得 xVy= (xAy)Vy= 
y3 肥 之 ， 帮 XVy=y， 则 有 xAy=xA (xVy)=xX. 

(2) 由 L1 知 xAx=x， 因此 x 记 x， 即 肆 满 足 及 身 性 ， 
若 x 委 y 且 y 生 xx， 则 xAy=x 且 yAX= y。， 由 L2 得 x*= yy, 即 所 
满足 反对 称 性 .在 x 委 》 且 y 委 2， 则 xAy =x 且 yAz=y， 由 . 
L3 得 

X=XA(CyYAz) = (xAy)Az=xhz, 
于 是 x 夸 z， 即 志 满 足 传递 性 . 故 (2， 委 ) 是 偏 序 集 。 对 任 . 
意 x，yEL, 由 L4 及 于 2 知 XYA (xVy)=x, yA(xVy)=yAh 
(yVx) = J， 因此 x 生 xV y，7y 生 XVy。， 即 xVy 是 {x，y) 的 
一 个 上 界 。 若 zE 世 是 {x，y 的 上 弄 , 即 x 委 z 且 7 委 z>， 则 x 人 > 
=X，yAz= y。 由 (1) 及 L3 得 
(XV I) Vz2=xV (yV2)=xV2=2, 

于 是 (xV y) 人 z=xVy， 即 xV y 夸 z。 因 此 x Vy 是 {x，y} 的 
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又 小 上 界 ， 即 xVy = saptx，y}， 由 对 假 原则 可 得 x* 人 y= 
inf{x。y}， 故 (L， 志 ) 是 格 ， 且 满足 (2) 中 最 后 的 断言 . 目 
由 定理 8 和 定理 4 可 知 ， 一 个 格 实质 上 就 是 带 有 两 种 二 
元 运算 ( 记 为 A，YV ) 且 满足 各 等 律 , 交 换 律 ,结合 律 及 吸收 律 
《 即 L1 一 L4) 的 一 个 代数 系统 ,这 也 可 以 作为 格 的 又 一 定义 ， 
”需要 指出 的 是 ， 在 带 有 A，V 两 种 二 元 运算 的 代数 系 
中 ， 公 设 L1 一 L4 并 非 独 立 。 容易 证 明 L4 蕴 涵 L1, 但 是 L2 一 
工 4 中 6 个 恒等式 是 独立 的 (练习 4) ， 
类 似 地 可 以 引 人 和 人 所谓 半 格 的 概念 ， 
称 带 有 一 个 二 元 运算 且 满 足 宕 等 律 交换 律 及 结合 律 的 
代数 系 为 一 个 半 格 . 
定理 5 设 (P， 和 到) 是 一 个 仿 序 集 ， 且 对 任意 的 x,yE 己 
下 确 孝 xAy (或 上 确 界 xVy) 存在 ， 则 代数 系 (P，A 人 ) (或 
(P，V )) 是 一 个 半 格 ， 这 时 称 偏 序 集 (P， 扫 ) 为 交 半 格 ( 或 
并 半 格 ) . 
反之 ， 若 代数 系 (P，?”，) 是 一 个 半 格 ， 在 P 中 如 下 定义 
二 元 关系 二: 
X< 委 yy 所 ->Xoey = 区 (或 Xo y= y)， 
囊 (P， 到 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 并 且 对 任意 的 x,yE， 存 在 下 确 
恒 X 人 y= Xoy( 或 上 人 确 卉 XV y= Xo yy). 
证 明 留 作 练习 . 重 
”定理 6 设 (P， 冯 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 则 
(1D (P， 志 ) 是 格 志 > (P， 世 ) 既 是 交 半 格 ， 又 是 并 半 
操 ，; 
z (2) 大 (P， 志 ) 是 有 限 长 且 带 有 泛 界 1( 或 O) 的 交 半 格 
或 并 半 格 )， 则 (P， 夺 ) 是 格 ， 
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证 〈1) 显 然 , 下 证 (2)， 设 (P， 六 ) 有 限 长 且 是 带 有 7 
交 半 格 ， 对 任意 x，y EP, 风 {x，y} 的 上 界 集 Mo{x，y} 
人 (六 为 TEAMo{fx,y})， 显 然 (P， 到 ) 满 足 极 大 条 件 与 极 
小 条 件 ($ 2.6 练 习 1)， 因 此 MAx，y>} 有 极 小 元 z、 出 于 
书 是 交 半 格 ,对 于 任意 z/ EM。{x，y}，zoAz 存在， 并 且 易 
证 zeAz'/ EM,。{x,y). 由 zo 的 极 小 性 可 知 z。 = ze 人 z'/， 因 此 zu 
<z'/， 即 z 是 Ms{x，y)} 的 最 小 元 ， 于 是 ze=xVy， 从 而 ( 己 ， 
委 ) 又 是 并 半 格 . 由 (1 知 (P， 友 ) 是 客 ， 由 对 偶 原 则 可 知 对 
狂 的 绪论 也 成 立 ， | 
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1， 寂 证 推论 1 与 定理 5. 

2， 设 志 是 一 个 格 ， 证 明 ， 

(1) 若 志 有 极 大 元 (或 极 小 元 )， 则 只 有 一 人 个， 并且 是 的 
最 大 元 (或 最 小 元 )3 

(2) 若 二 有 限 长 ， 则 儿 必 有 泛 界 T 和 0O; 

(3) 对 任意 a9，5，c，dqd EL 有 

(aVb)A(cV OD) (aAc)V (GA). : 

3。 格 工 的 一 个 子 集 SHH 做 的 一 个 囊 子 稚 ， 如 果 满 足 ， 
Ya,bE5 总 有 [a 人 A656，aV 5] 全 S$S， 证 明 ， 

(1) 元 的 凸 子 格 一 定 是 也 的 子 格 ; 

(2) 对 任意 子 集 4SZL，J4 在 工 中 的 上 界 集 NM。 4 及 下 界 
集 M,4 都 是 的 中 子 格 ， 

4。 在 带 有 人 ，V 两 个 二 元 运算 的 代数 系 工 中 ， 证 明 公 
设 志 4 荀 涵 L1， 举例 说 明 L2 一 L4 中 6 个 恒等式 是 独立 的 . 


$3.2 格 的 类 型 
本 节 介 绍 常 见 的 几 种 格 的 定义 及 其 简单 性 质 ， 以 后 各 童 : 
再 对 它们 作 详 细 的 讨论 

格 (二 ， 返 ) 叫做 一 个 完备 格 (简称 备 格 )， 如 果 Z 的 任意 
非 空 子 集 5S 都 有 上 确 界 VS 和 下 确 界 AS. 

设 S 是 完备 格 上 的 子 格 。 若 对 S$S 的 每 一 个 非 空 子 集 7 都 有 
V7 ES, A 人 TES， 则 称 $ 是 上 的 团子 格 . 

显然 备 格 上 一 定 有 泛 界 O 和 I， 且 当 上 含有 2 个 以 上 元 索 
时 O 志 了 ， 一 个 备 格 的 非 空 疗 子 格 作为 子 偏 序 集 仍 是 一 个 备 
格 。 z z 
一 般 地 ， 一 个 格 未 必 是 备 格 ， 备 格 的 子 格 也 未 必 是 闭 子 
格 。 

例 1 设 外 是 任意 集合 ， 则 XX 的 窜 集 格 (P( 了 对 )， 己 ) 是 完 
备 格 ， 其 中 几 是 零 元 ， 关 是 单位 元 。 若 {A4 |i ENT} 是 P(A) 的 
于 集 ( 央 关 的 子 集 族 )， 则 

A NA NA YA 
任 取 a € XX, P。( 久 ) 表示 所 有 含 o 的 天 的 子 集 组 成 的 集合 ， 则 
P。(X) 是 P(X) 的 闭 于 格 ， 若 卫 是 无 限 集 ， 令 Po(X) 表 示 X 的 
全 体 有 限 子 集 ( 包 括 名 ) 组 成 的 集合 ， 则 Po( 卫 ) 是 P(X) 的 子 
格 但 不 是 闭 子 格 . 

例 2 实数 集 R 关于 自然 序 ( 委 ) 是 格 ( 线 性 序 集 )， 但 不 
是 完备 格 。 如 果 浴 加 上 泛 界 ~co(=0) 及 to(=71), 那 
么 尺 U{ 土 co} 成 为 备 格 . 

容易 证 明 下 述 结果 
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建生 1 设 L，L,(iEDD) 是 格 ， 则 … 
(1)L 是 备 格 志 之 L-!1(L 的 对 偶 ) 是 备 格 ; 
(2)IT ZL (基数 积 ) 是 备 格 之 是 备 格 ，ViE 了 ) 
(3) 世 LL 是 有 民 拘 ， 则 过 是 备 格 . 
证 有 明 留 作 练 河 。 世 
下 面 讨论 格 中 交 、 并 运算 的 分 配 性 ， 
定理 2 在 伍 意 格 上 中 ， 下 述 两 个 分 本 恒等式 等 价 ， 
D1 xA(yV2)= (xAYV (xA2), VX,y,2EL; 
D2 xV (yAz2)= (xVy)A(xXV2), YX, ys2EL. 
证 设 D1 成 立 ， 对 任意 x, y,z EL 上 , 则 有 
(xV y)A (xV2) = (C(xVy)Ax) VY (lxV yy) 人 2) 


= XV ((xh2)V (yA 2)) (由 L2 及 L4) 
= (XV (xA2))YV (yh 2) (由 L3) 
=xV (yAz2) (由 L4) 


因此 D2 成 立 ， 同 理由 D2 可 证 D1. 时 

注 上 述 定理 中 ，D1 与 D2 要 求 对 于 上 中 所 有 的 三 元 组 
{x, yy 2 都 成 立 ， 大 对 于 个 别 的 元 款 X， yy zy 所 有 也 1 或 D2 之 
一 成 立 ， 并 不 能 保证 男 一 式 也 成 立 ， 例 如 图 3.1.1 中 入 :的 元 
过 x,y,z， 迁 合 Di 但 不 适合 D2. 

满足 分 配 恒等式 D1( 或 D2) 的 格 志 叫做 一 个 分 配 格 . 

例 5” 设 和 是 任意 集合 ， 则 和 上 的 子 集 环 (特别 的 ， 革 的 
第 集 必 P(X)) 是 分 配 馈 ， 
例 4 目 然 数 集 N 关 于 整除 关系 ”| 成 为 一 个 分 配 格 ， 
显然 (N， | ) 是 一 个 偏 序 集 ($2.1 例 2)， 基 a, bEN， 
出 

GaGAb= (a,b), aV b= [a,b) 
“73% 


a 


其 中 (a，6) 及 Ea， 如 分别 表示 a 和 6 的 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 
数 。 因 而 (N, | ) 是 一 个 格 ，N 中 每 一 个 元 案 % 均 可 唯一 表 成 
相 蜡 系数 的 方 罕 莱 积 的 形式 
z X= I ps*®), 
”其 中 e,(x) 表示 x 分 解 式 中 因子 p,“") 的 突 指 数 ， 显 然 有 
el(aAb) = min{e,(a), 2,(b)}, 
e(aV 6b) = max{e(a), e,(b)}. 
因此 对 任意 a9，6，c EN， 总 有 
es(aN (BVce)) =e,((aAb) VY (ah oe)) 
= min 1e (G) ,max{e(6), e,(c) }}， 

于 是 a 人 (0Vc)= (GAp)V(cAc)、 改 (N, 1) 是 一 个 分 配 : 
格 。 

定理 5 ” 设 L， 忆 (GE7) 是 格 ,和 是 偏 序 集 ， 风 

(1) 志 是 分 配 格 < 和 > 二 (的 对 偶 ) 是 分 配 格 ; 

(2) 二 ,是 分 配 格 寺 =>L,(VYiE7T) 是 分 配 格 ， 

(3) 了 7 是 分 配 格 < 之 了 是 分 配 格 ， 

(4) 在 二 是 链 ， 则 过 是 分 配 格 ; 

(5) 洛 志 是 分 皮 格 ， 则 过 的 子 格 也 是 分 配 格 . 

证 只 证 (43)， 其 余 留 作 练习 ， 

由 $3.1 定理 1(4) 可 知 Y” 是 格 当 且 仅 当 Y 是 格 ， 仍 使 
用 该 定理 证 明 中 的 符号 .。 设 了 是 分 配 格 ， 对 任意 f, g，h€ 
y“,， 有 

fA(lgVh)=,80 (FAG VYV (fAR) = gy 9 93. 
于 是 对 任意 xE 六， 

(fA (gog VR)) (x) = f(x) A (og (x) V h(x)) 

/ = (f(x) A g(x))YV (f(x) A hx)) 


es YL 


a He Fr en pe TA 


= ((fADV CFA 有)(x) 

因此 /人 (gVh) = (fA g)V (fAR)。 故 Y ”是 分 配 格 . 

反之 ， 设 Y 是 分 配 格 . 若 y，y’ EY， 由 $3.1 定 理 让 
(4 ) 的 证 明 可 知 fy A fr'= frnr's fyV fy = frver. 于 是 对 任 
和 起 GD，cEy， 有 

far@vo= foA (fo VF) = (fo Mf) V (fo hf) 
一 fons V 一 f (anv Caro) 

因此 a 人 (6Vc) = (a 入 5)V (Ac)， 故 了 是 分 配 格 .是 

分 配 格 还 有 下 述 特性 . z 

定理 4 设 上 是 分 配 格 ， C9 .5 了 EL. 

(1) 大 cAx=cAyHcVx=cVy， 则 x = yy 

(2) 工 不 含 五 元 子 格 和 Ns 及 Ms( 见 图 3.1. 1 。 

证 (1) 由 L2，L4 及 D1 得 

X=XAN(cVx) =XYAN 人 (cVyn) = (No) V(xAy) 

= (cAy)V(xAy) = (ec VAANy= (ec Vy ANy=y. 

(2) 显然 NVs 与 Ms 都 不 是 分 配 格 . 由 定理 3(5) 知 结论 成 
立 ， 量 

事实 上 ， 定 理 4 的 (1) 或 者 (2) 也 是 分 配 格 的 特征 性 
质 ， 即 具有 性 质 (1) 或 (2) 的 格 一 定 是 分 配 格 ( 见 $7.1 定 理 
1). 

比分 配 格 更 广泛 的 一 类 格 是 模 格 . 

格 上 LH 册 做 一 个 模 烙 ， 如 果 对 任意 0%，b，c EI， 满足 模 
律 ， 
(M) 着 a 所 ce， 则 aV (DA 人 ce) = (CoCVb) 人 c. 
例如 群 G 的 所 有 于 群 (不 变 子 群 ) 关于 集合 包含 关系 皇 构 
越 模 格 . 数 域 上 的 向 量 空间 六 的 所 有 子 空间 关于 集合 包 食 
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关系 S 也 构成 异 格 . 

定理 5 设 L， 7 GED) 是 格 ， 和 了 是 候 序 集 ， 财 

(1) 工 是 模 格 寺 >L 上 L-!(L 的 对 偶 ) 是 模 格 ; 

(2) 1 是 模 格 志 > 上 ， (Yi€ 了 是 模 格 ， 

(3) 了 7 是 模 析 <=> 了 是 模 格 ， 

(4) 若 过 是 模 烙 ， 则 元 的 子 格 也 是 柑 属 ; 

(5) 若 过 是 分 配 格 ， 则 志 一 定 是 模 格 . 

证 显然 分 配 律 D2 蕴 涵 模 律 (M)， 因 此 (5) 成 立 。(1) 
一 (4) 的 证 明 仿 定理 3. 目 

模 格 还 有 以 下 特性 ; 

定理 6 设 志 是 模 黎 ， Us b, cEL, 

(1) 若 bc 有 a 人 入 6=a 人 Nc, aVb=aVc,， 则 b= 

(2) 工 不 含 五 元 子 格 Vs ( 见 图 3.1.1). 

证 明 仿 定理 4. 是 

二 述 定理 的 逆 亦 真 ， 即 具 有 性 质 (1) 或 (2) 的 格 一 定 是 模 
烙 ( 见 8 5.4 定 理 1) . 

下 面 讨 论 有 袜 格 . 

设 元 是 有 O，7 的 格 ，x，y E 工 . 若 x 八 y=OXV2y= 
则 称 y 是 x 的 一 个 补 元 ;车 [a，6bj] 是 的 闭 区 间 ， 并 且 x 八 > 
= 一 0 ，xXVy=Dp， 则 称 y 是 x 在 闭 区 间 [o， 的 内 的 相对 补 元 ; 特 
别 地 ， 车 y 是 x 在 [LO，6](6 ELI) 内 的 相对 补 元 , 则 称 y 是 x 在 
b 内 的 补 元 . / 

格 工 叫做 一 个 有 补 格 ， 如 果 忆 有 O，7 并 且 它 的 所 有 元 有 
补 元 ; 艺 叫 做 一 个 相对 有 补 格 ， 如 果 它 的 所 有 ( 闭 ) 区 间 是 有 人 补 
的 ( 即 Ye 委 x 委 2，x 在 [c，2] 内 有 相对 补 元 )$ 工 叫做 一 个 分 
段 有 补 格 ， 如 果 它 有 O 且 每 个 区 闻 [O,，6] 是 有 补 的 ( 即 Y 
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x 达 b，x 在 b 内 有 补 元 )， 

由 定义 可 知 ， 有 的 相对 有 补 客 一 定 是 分 下 有 入 格 : 存 
OQ，I 的 相对 有 补 格 ( 有 1 的 分 段 有 
慎 烙 ) 必 是 有 补 格 ， 反 之 不 真 . 例 
如 图 3.2,1 中 (a) 表 示 一 个 分 段 有 补 
格 但 非 相对 有 补 格 .( 纪 表示 一 个 
有 补 格 但 非 分 段 有 补 格 ， 亦 非 相对 
有 补 格 ， 由 右 图 还 可 看 出 , 在 一 个 。 《3) < 
格 中 ， 一 元 索 的 补 元 (或 相对 补 元 ) 3.2.1 
如 果 存 在 ， 不 一 定 是 唯一 的 ， 但 是 由 定理 4 可 知 ， 在 分 配 格 
中 一 个 元 素 的 补 元 (或 相对 补 元 〉 至 多 有 一 个 . 

定理 7 设 L，L,(iE 有 是 格 ， 则 

(1) 工 是 有 补 格 (相对 有 补 格 ) <=>L-'(L 的 对 偶 ) 是 有 补 
格 (相对 有 人 补 格 ); 

(2) [TZ 是 有 补 烙 (相对 有 宰相 或 分 段 有 补 格 ) 所 > 
L(ViEN) 是 有 补 格 ( 相 对 有 补 格 或 分 段 有 补 格 )， 

,(3) 若 工 是 有 补 模 格 ， 则 是 相对 有 补 格 ， 

”证 (1)，(2) 显 然 . 下 证 (3). 设 L 是 有 人 针 模 格 ， o<x 
<b(a，45，xEL)， 则 x 有 -- 补 元 x EL， 使 得 x 八 x^=0， 
XVXx = 了 . 令 y=aV(5b 八 x ’)， 则 有 

x/Ay= x/A\ (aV OAx’)) =aV (xA\ (LAX')) (由 CD》 
=aV((x/\x’)A 信 6) (由 L2，L3》 
=aV (ONL) 
z =oVO=0, 
网 理 ，xVy =8， 即 是 x 是 [ay 幻 内 的 相对 补 元 , 故 L 为 相对 
有 补 格 . 是 
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称 一 个 有 补 分 配 格 为 Boole 格 或 Bocle 代 数 . 

着 上 是 一 个 Boole 格 ， 则 上 一 定 是 相对 有 和 补 祝 ， 用 中 任 
宕 元 到 x 和 有 瞧 一 的 补 元 ， 记 作 x^。 / 

定理 8 ” 设 L 是 Boole 格 ， 对 和 任意 x%， yEL, 

(1)x/AN\x’ =0O0, x\Vx’ = 了 z 

(2) (x  ) 7/ Xs 

(3) (xA\y) =x Vy’, (XVy)’=x 人 人 \y’; 

(4)O =J, I’=0O; 

(5)xX 八 y= O<e >x<y /3 

(6)x 委 y 所 -> yy EX,, 

证 只 证 (3) 和 (5)， 其 余 留 给 读者 ， 由 分 配 律 ,交换 律 
及 结合 律 可 得 

(xAWDAx Vy ) 
= ((xAY)IAX) V(xAIAY) 
=((xAxX IAWV (XA(YAYD)) 
= (OA\y) V(xAN\O) = OVO=0. 
同 理 ，(x 八 y) V(x’Vy’)=I， 因此 (x 八 y)’'=x’VYy’*。 类 
似 可 证 4xV2) =2% 人 > ， 改 (3) 成 立 . 

设 x 八 y=O， 由 (3) 及 (4) 得 x’\Vy = 了 7。 利用 分 配 律 ， 
x=xAT=x/A((x Vy)= (XANAX V(x 人 y) =OV(x 八 
3 )=x 八 y ， 于 是 x 委 y ,反之 ， 若 x 志 y ， 由 交 运 算 的 保 
序 性 ( § 3.1 推 论 1)，x 八 y 三 y/ 八 y=O. 于 是 x* 八 y =0， 
改 (5) 成 立 . 

在 有 这 只 0， J 的 分 配 覆 L 中 ， 称 子 格 S 是 上 的 一 个 Boole 
于 代数 ， 如 果 S 中 每 一 个 元 x 在 工 中 有 补 元 x’， 并 且 x’€5. 

显然 Boole 子 代数 一 定 是 Boole 格 (Boole 代 数 ) 。. 反 之 。， 
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洛 一 个 子 格 S 本 身 是 Boole 格 (Boole 代 数 )， 但 SS 未必 是 工 的 
Boole 子 代数 . 

例如 ， 集 合 X 上 的 寡 集 格 忆 (XI) 是 Boole 格 ，X 的 子 集 域 
(定义 地 $2.5) 是 P(XY) 的 Boole 子 代数 。 若 L 是 Boole 格 ,， 工 
的 区 间 子 格 Lc，2](Osa 委 0 地 门 是 Boole 格 (Boole 代数 )， 
但 不 是 L 的 Boole 子 代数 ， z 

带 有 泛 界 O，I 的 分 配 格 包含 一 个 最 大 的 Boole 子 代数 . 

定理 9 ” 设 志 是 有 OO，7 的 分 配 格 ， 则 过 的 全 体 有 社 元 构成 
的 一 个 子 格 ， 因 而 是 上 的 一 个 最 大 的 Boole 子 代数 ， 

证 令 A4={x|xEIK， 且 x 有 补 元 x }. 任 取 x，y€4， 
显然 x**，y’ EA. 仿 定 理 8 可 证 ，x 八 y 与 *Vy 都 有 补 元 ，. 
并 且 (x 八 y) =x’ Vy ，(xXVy) =x/ 八 y' ,因此 x 八 yEA， 
XVyE4. 政 4 是 L 的 子 格 .显然 4 是 L 最 大 的 Boole 子 代数 .是 
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1. 休 证 定理 1 与 定理 8. 
2. 证 明 ， 相 对 有 人 补 格 的 区 间 子 格 仍 是 相对 有 补 格 ， 
3. 构造 一 个 6 元 的 有 社 但 非 相 对 有 补 格 . 
4. 证 朋 ， 任 何 长 为 2 的 格 一 定 是 模 格 . 
5. 市 有 沁 界 0，7 的 格 二 叫做 正 交 格 ， 如 果 它 有 一 个 一 
运算 ar> ao-， 满 足 
1)a 人 No 上 =O，aVal= 六 
2) (at)+ = a; 
3) (aAN\0)+=at\Vot, (aVO)+=atiAbt. 
若 世 是 亚 交 格 且 还 满足 
4) 0<pb 时 acV(o- 人 0) =6, Ya, bEL, 
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铀 过 叫 做 一 个 正 交 模 格 . 证明; 

(1 任何 3oole 格 (关于 取 补 ) 是正 交 烙 ; 

(2) 实 数 域 R 上 ” 维 欧 氏 空 间 矿 的 子 空间 格 (关于 取 子 空 
锐 的 正 交 外 ) 是 一 个 正 交 模 格 . 


83.3 理 想 


设 ( 上 ， 冯 ) 是 格 (或 并 半 格 ) ，vy 是 过 的 子 集 且 满足 
(1)cWpEJ，(Va，pEV7) 
(2) 涪 YX 和 GaG， 则 xEJV，(VaEy，xXE7) 3 
”这 时 称 /为 工 的 一 个 理想 (或 并 理想 )、 

人 可 定义 格 (或 交 半 格 ) 的 对 个 理想 (或 交 理想 ) 

旦 区 上 的 理想 (或 对 偶 理 想 ) 且 ] 关 名 ，J 关 上 ， 则 称 J 

是 多 让 浊 想 ( 尿 真 对 仙 理 牛 )、 特别 地 ， 和 集合 久 的 只 集 格 
了 了 (这) 的 真 对 偶 理 想 也 叫做 集 和 的 一 个 滤 子 . 

显然 , 才 , 工 是 格 L 的 理想 (对 偶 理 想 ) , 称 它们 为 平凡 理想 
《平凡 对 偶 理 想 ) . 格 志 的 所 有 理想 (对偶 理想 ) 都 是 也 的 子 格 . 

定理 i 设 志 是 任意 格 ，y 是 世 的 子 集 . 

(1) 7 是 二 的 理想 (对偶 理 想 ) 当 且 仅 当 y 满足 

aVbEJ(a/N\bES) >aE THLES, Va, bEL; 

(2) 洲 J 是 工 的 子 格 ， 则 是 L 的 理想 (对 偶 理 想 ) 当 且 仪 
当 J 沪 足 

VaEJy, bEL, 有 aN\bEV (GVOED); 

(3) 世 的 任意 多 个 理想 (对 偶 理 想 ) 的 交集 仍 是 了 的 理想 
对 侦 理 想 )， 工 的 有 限 多 个 真理 想 ( 真 对 偶 理想 ) 的 交集 仍 是 
下 的 真理 想 ( 真 对 偶 理 想 ). 
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证 (1) 设 7 是 元 的 理想 ， 若 aoV8EJ(c，pEZ)， 则 
GE 委 GV8，p5 和 ab， 由 理想 的 定义 得 GEJ 反之 ， 由 c， 
cv 可知 obDEI 充 / 满 足 性 质 ; : 

aVbEJS>aESHLEVS, Va, bEL. 
入 acEJy，xEL， 且 x 和 ac， 则 xWa=aEy 于 是 有 x EY .天 
此 J 是 工 的 理想 . 同 理 可 证 对 偶 结 论 也 成 立 . 

(2) 设 J 是 上 的 子 格 . 车/ 是 了 的 理想 ，aEJ，DEZL， 最 
然 c 八 5 委 c， 因 此 o 人 8EJ 反之 ， 若 7 满足 条 件 ，YVa€J， 
EL， 有 aN 人 bgEV， 则 对 任意 x 和 ac(xEZL，acEJ)， 有 xY= 

XA 人 acEy. 因此 7 是 二 的 理想 。 辐 理 证 对 偶 结 论 也 成 立 . 
(3) 前 一 论断 显然 成 立 ， 后 一 论断 只 需 对 两 个 理 楚 
证 有 明 . 设 4，B 是 L 的 两 个 真理 想 ， 则 4 关 工 ， 刀 关 L， 因 此 
ANnB 了 上 L. 叉 因 A 六 ，B 关 名 ， 取 a€E€ A，65EB， 则 由 (2) 
” 知 a 人 bEANB， 于 是 4N Bz 名， 故 A4N 门 B 是 L 的 真理 想 , 里 

芭 巡 是 格 忆 的 任意 子 集 ， 则 志 中 所 有 包含 互 的 理 想 (对 偶 
理想 ) 的 交集 是 也 的 一 个 理想 (对偶 理想 )， 并 且 是 忒 中 包含 如 
吧 取 小 的 理 轻 (对 偶 理 想 )， 称 之 为 由 已 生成 的 理想 (对 偏 理 
想 )， 记 作 (五 ]([ 已 ) )， 

当 刀 = tai，a，…，as} 为 有 限 集 时 ， 也 记 ( 娓 ] = (a， 
Qs，"”*， Qsj (相应 地 ，[ 态 ) = [aa，a ya))， 特 别 地 ， 由 单 
元 集 {q} 生 成 的 理想 (aj (对 偶 理 想 [a) ) 叫做 艺 的 主 理想 ( 主 对 
侦 理 想 ) .显然 有 

(aj ={x|xEL, x<a}, La) = {x|xEL, x>a}. 

利用 主 理想 ( 主 对 偶 理 想 ) 的 概念 可 全 部 划 极 大 条 件 ( 极 
小 条 件 ) ( 见 § 2.6). 

定理 2 对 任意 格 L， 下 述 条 件 等 价 ， 


名 8L 。 


: 二 


(1 了 满足 极 大 条 件 ( 极 小 条 件 )， 

(2) 上 中 任意 非 空 理 想 ( 对 偶 理 想 ) 是 主 理想 ( 主 对 偶 理 
想 ). 

证 (1) 过 (2). 设 L 满 足 极 大 条 件 ，J 是 的 非 空 理想 ， 
旭 J 有 极 大 元 a. 易 证 a 也 是 7 的 最 大 元 ， 并 且 / = (a]. 

(2) 过 (1) ， 设 L 满 足 (2)， 为 证 (1)， 只 需 证 上 满足 升 链 
条 件 ($2.6 定 理 1)， 若 qi 志 @; 志 二 a, 志 *… 是 荆 中 一 个 和 开 
链 ， 令 
= {x xEL 且 对 某 个 a,，x 筷 a,}， 
易 见 /是 上 的 非 空 理想 ， 于 是 有 a EJ， 使 /= (a]. 显然 /包含 
所 有 的 a， 因 此 as 志 a(i =1，2，…). 由 /的 构成 知 存在 某 个 
0s。 使 a 志 a,， 于 是 a= a = au =…。 政 民 满 足 升 链条 件 . 

辣 理 可 证 对 偶 的 结论 也 成 立 ， 重 

推论 ! 设 L 是 有 限 长 的 格 ， 则 ZL 的 任意 非 空 理想 (对 偶 
理想 ) 是 主 理想 ( 主 对 偶 理 想 ). 

证 ”由 定理 2 及 $ 2.6 练 习 1 得 证 .外 

若 工 是 一 个 格 ， 令 表示 由 LL 的 所 有 理想 组 成 的 集合 ， 工 
是 由 的 所 有 非 空 理想 组 成 的 集合 ( 即 却 = 无-{C))， 之 是 
峙 区 的 所 有 主 理想 组 成 的 集合 . 吻 见 态 三 元 三 已. 

定理 5 对 任意 格 L， 

(1) 忆 关于 子 集 包含 关系 三 成 为 完备 格 ; 

(2) 亏 是 格 (8， 三 ) 的 子 格 ? 

(3) 若 扩 ，B 是 工 的 非 空 理想 ， 在 格 荆 中， 则 

AAB= {aN\bla€A, bEB}, 

A\VB= {x|xEL 有 x<aVb， 对 某 个 4aEA, 5EB}. 

久别 当 上 是 分 配 格 时 ， 有 
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AVB={aVb|la€E A,bEB}. 
证 (1) (f， 和 所) 是 偏 序 集 。 若 {yoleE 太 } 是 工 的 理想 
族 ， 则 由 定理 1 知 
AJs= Ns, Vi (UJ). 
故 (%， C) 是 完备 客 . | | 
(2) 由 定理 1(3) 知 工 是 了 的 子 烙 。 
(3) 由 定理 1(2) 及 L1( 答 等 律 ) 知 
AAMB= ANB= {a/N\bla€EA, bEB)}. 

令 刻 ={x|xEL 目 x 夺 a\Vb， 对 某 个 a€A，bEB}， 显 
然 4U BE 如果 x\VyEW(x，yEL)， 则 存在 co€4， 
5EB， 使 得 x 和 xy 和 coV8， 因 此 xE 丈 ， 同 理 yE 取 . 反 
之 ， 若 xE 灭 且 yE 灰 ， 则 x 委 coV8，7 和 ca V8 (存在 a， 
a’ €A,，b,，b’ EB)， 因 而 XVy 志 (a\Va’) V(b\Vb')， 其 中 
BYVae'E4，8Vb EBP 于 是 xVWVyE 辽 。 由 定理 1(1) 知 到 是 
工 的 理想 ， 并 且 AU DBSE 矿 。 若 7 是 乙 的 理想 ,并 且 V 二 4UD， 
易 见 /二 矿 ， 因 此 矿 是 由 AUB 生 成 的 理想 . 故 4VB= 
(AUB]:= 

当 工 是 分 配 格 时 ， 若 x 人 EW， 则 x 筷 a\Vb, a€ A, bE€B， 
于 是 
/ X=x/N\(aVb) = (xAa)V (xA0b), 
其 中 x 人 人 aE€A4，x 八 5EB.。 即 

WelaVbla€E A, *€B}, 
易 一 方面 ， 矿 二 {aV6b1aE A,bEB} 显然 成 立 ， 故 
AVB={aVb|la€EA, bEB}. 
推论 2 设 L 是 任意 格 ， (aj， (6] 是 上 的 主 理想 ， 则 
4 在 格 了 中 ， 
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和 5 


(aj A (b= (aAb], (a]V (6b]= (coV0] 
(2)L* 是 (或 Z) 的 子 格 . / 
证 明 留 作 练 习 ， 量 - 
推论 3 ”车 忆 是 模 格 (或 分 配 格 )， 则 亡 ， 也 及 大 * 也 是 模 格 
《或 分 配 格 ) . 
证 设 A4，B，C 是 L 的 理想 ，ASC. 任 取 xE (4VB) 
八 C， 由 定理 3(3) 知 存在 aE.A4，4bEB，cEC, 使 x 志 (aVb》 
八 c。 显然 ，aEC，c*=aVYecEC。， 由 模 律 得 
x<(aVO)/ANcE(aVo) 人 cx =aV(D 人 Nox) ， 
于 是 xE4V(BAC). 因而 
| (AVB)ACEAY (BAO). : 
再 由 模 不 等 式 (§ 3.1 推论 3) 知 (AVB) 人 CAYV (BAOC)， 
故 
(4VB)AC=4V(BAC) (YA, B, CEAP，4SC)， 
即 忆 是 模 格 ， 由 3.2 定 理 3 及 定理 5 知 甩 ， 了 < 也 是 模 格 ， 
同 理 可 证 ， 若 二 是 分 配 格 ， 则 ff， 上 及 L* 也 是 分 配 客 . 是 
类 似 的 结论 对 于 Boole 格 不 成 立 ， 存 在 完备 .的 Boole 格 
了 上， 但 是 志 及 也 都 不 是 Boole 格 ( 练 习 2).， 
设 7 是 格 了 的 一 个 真理 想 ( 真 对 偶 理 想 ). 阁 对 任意 ao 
bEIL， 由 a 人 56EJV( 相 应 地 ， 由 aV65E7) 可 推出 a EJ 或 5 EY， 
则 称 v/ 为 工 的 素 理 想 (党 对 偶 理 想 ) ; 若 对 工 的 任意 理想 (对 侦 理 
想 )/“， 由 /S 广 可 堆 出 /= J 或 /=L， 则 称 / 为 L 的 极 大 理 
想 ( 极 大 对 偶 理 起) 
定理 4 设 上 是 任意 格 ，J 是 工 的 子 集 ， 
(1) J 是 工 的 案 理 想 二 >L-/ 是 的 罕 对 偶 理 想 ， * 
，《2) 若 J 了 是 工 的 真理 想 ， 则 J 是 素 理想 所 > /一 / 是 对 假 
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理想 ; 
(3) 若 卫 有 单 应 元 71，FECZC) ={A1ASL, 4 直人 且 4 中 任 
意 有 限 多 个 元 素 之 并 不 等 于 站 ， 则 7 是 过 的 极 大 理想 所 >/ 是 
偏 序 集 (有 (Z) ,三 ) 中 的 极 大 元 (其 中 三 是 集合 包含 关系 ) . 

证 〈1) 若 了 是 元 的 索 理 想 ， 易 证 志 -7 是 工 的 真 对 偶 理 
想 ， 如 有 a\VbEL-J， 即 aVbEJ,. 由 于 /是 L 的 理想 必 有 
GEJ 或 bEJ， 故 L-] 是 案 对 偶 理 想 . 反之 ， 由 对 偶 原 则 ， 闸 
工 -] 是 罕 对 偶 理 想 ， 则 /是 案 理 想 . : 

(2) 是 (1) 的 推论 ， 

(3) 设 了 ER(L) 是 极 大 元 , 则 他 关 7SLL 而 y 中 任意 有 
限 多 个 元 索 之 并 不 等 于 I， 任 取 a，&bE€Y， 显 然 JUlaV 8 
EF(L)。 由 7 的 极 大 性 知 7 = JU {aV5b}, 因 此 aVbEJY， 类 似 
可 证 车 x 态 ag，a Ey，x EL， 必 有 x EV. 因此 /是 上 的 真理 想 . 
设 / 是 的 理想 且 /S 生 J， 车 J 关上， 必 有 J EF(L)。 再 由 
J 的 极 大 性 知 / = J/， 故 J 是 的 极 大 理想 ， 有 反之 ， 设 /是 上 的 
极 大 理想 ， 显 然 JEE(Z) .应 用 Zorn 引 想 知 (上 ) 中 有 极 大 元 
J 过 站 . 由 已 证 的 充分 性 知 7 也 是 二 的 极 大 理想， 故 / = 是 
( 荆 ) 的 极 大 元 .里 | 

在 Boole 格 中 ， 索 理想 与 极 大 理想 是 半价 的 ， 

定理 5 设 志 是非 平凡 ( 即 至 少 有 2 个 元 素 ) 的 Boole 格 ， 
是 L 的 理想 ， 则 PP 是 L 的 素 理 想 寺 之 P 是 上 L 的 极 大 理想 . 

证 设 P 是 素 理想 。 若 另 有 上 的 理想 /二 PI 而 P 才 J， 则 存 
在 a€J~P， 由 于 a 八 a = OEP 有 HP 是 过 理想 ， 必 有 a EP， 
于 是 1=aVa’ EJ， 由 此 推 得 /= 上， 客 P 是 上 的 极 大 理想 . 反 
' 之 ， 设 P 是 的 极 大 理想 ， 涯 ao 八 6E PP 而 aEP， 则 (oJ]VYVP 真 
包含 PB， 于 是 1€ (aj]VYP= 上 。 由 定理 3 (3) 知 存在 xEP 使 
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Ja= Vx， 于 是 z 
=7AN=(evx) 人 = (oA\6)YV (xAb) EDP, 
故 忆 是 烷 理 想 , 时 


练 本 


1. 匀 证 推论 2 及 推论 3. 

2. 设 区 是 任意 无 限 集 证明，X 的 寡 集 格 荆 = 己 ( 习 是 
一 个 完备 的 Boole 格 ， 但 户 ， 亏 却 不 是 Boole 格 . 

3. 证 朋 ， 在 有 7 的 分 配 格 中 ， 极 大 理想 必 是 索 理 想 . 


$3.4 格 的 同 态 


设 L， 寻 是 任意 格 ， 了 映射 6.Z 一 人 4 叫做 一 个 并 同 态 ,如 
果 满 足 
(DO(x Vy)=0(x) VO(y), Vx, yEL; 
对 偶 地 ，9 叫做 一 个 灾 辐 访 ， 如 果 满 足 
(2)0(x/\y)=0(x)/AN0(y), Vx, yEL; 
当 0 同时 请 足 (1) 和 (2) 时 ， 则 称 0 是 格 同 态 (或 简称 同 态 ) . 
设 0: 上 一 >MM 是 格 同 态 ， 若 0 是 单 射 ， 则 称 9 为 单 同 态 ; 
右 0 是 满 射 , 则 称 9 为 满 同 态 ,这 时 也 说 格 二 与 格 M 同 态 ， 记 作 
上 一 M3 藻 0 是 双 射 ， 则 称 0 为 格 同 构 (简称 同 构 )， 也 说 格 志 
同 构 于 格 WM, 记 作 Z 兰 M， 若 =M， 相 应 的 同 态 ( 同 构 ) 叫 做 
上 的 自 同 态 ( 自 同 构 ). z 
相仿 地 ， 在 并 ( 交 ) 半 格 中 可 定 义 并 ( 交 ) 同 态 ,并 ( 交 ) 网 
构 等 概念 . : 
定理 1 对 任意 并 半 格 L，M 及 映射 L 一 >MM， 
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(1) 若 6 是 并 同 态 ， 则 9 是 序 同 态 ， 
(2) 大 9 是 序 同 态 ， 则 | 
G(xVy)>0(x) VO(y), Vx*, yEL: 

(3)9 是 并 同 构 拓 >b 是 序 同 构 . 

证 (1) 设 9 是 并 同 态 , 若 x 专 y,x,yEL， 则 xVy= yy 
从 而 0(y) =0(xVy) =0(x)`V0(y)， 于 是 得 9 (x) 和 0(y) 。 
故 9 为 序 同 态 . 

(2) 显 然 ， / 

(3) 设 2 为 并 同 构 ， 即 0 为 双 射 又 是 并 同 态 . 由 (1) 知 
0 是 序 同 态 ， 因 此 知 x 委 % xyEZL， 则 有 4Gx) 和 0(y) .区 
之 ， 若 9(x) <9(y)， 则 9(y) =0(x) V0(y) =0(xVy) ,由 
于 6 是 双 射 ， 必 有 xVy=y， 因 此 x 志 y， 故 0 为 序 同 构 ， 

设 9 为 序 同 攀 ， 则 9 是 双 射 并 且 0 (x) 09(y) < 拓 >X< 和 y(V 
x，yEL). 任 取 x，v ELK， 存 在 2 EL， 使 得 9(z) =0 (x)V 
0(y)， 显 然 人 6(x) 委 0(z) 昌 0(y) 和 0(z)， 于 是 X 委 2 且 y< 委 2， 
MixXV yz, (xVy)E0(z),. (2 )HIO(xVy)=0(2). 
因此 0 (xV y) = 0(z) =0(x) V9(y) ， 故 0 为 并 同 构 . 是 

由 对 偶 原 则 得 

定理 1′ 对 任意 交 半 格 L， 杂 及 了 酉 射 0， 工 一 >A， 

(1) 若 9 是 交 同 态 ， 则 0 是 序 同 态 ; 

(2) 知 6 是 序 间 态 ， 则 

g(xAYI ExXIAGY), Vx, yEL; 

(3)0 是 交 问 构 寺 >0 是 序 同 构 . 国 

下 述 推论 是 显然 的 ， | 
”推论 ] 设 L[，M 是 格 , 对 于 映射 8，L 一 ->M， 下 述 条 件 
等 价 : : 

e SF。 


(1)0 是 格 同 构 ， 
(2)9 是 并 同 构 ， 
(3)9 是 交 同 构 ， 
(4)0 是 序 同 构 . 目 
”推论 2 若 0 是 格 L 到 格 MM 的 同 构 映射 ， 则 扩 ' 是 MM 到 上 的 
筒 构 映 射 . 四 

一 般 地 ， 序 同 态 未 必 是 并 同 态 ( 交 同 态 )， 并 同 态 ( 交 后 
态 ) 也 未 必 是 交 则 态 (并 同 态 ) . 

例 1 在 图 3.4.1 中 (a) 一 (dd) 分别 给 出 了 4 元 格 上 到 4 元 
链 和 M 邮 的 4 个 映射 ， : 

(a) 是 序 局 态 但 非 并 同 态 ， 亦 非 交 同 态 3 

(b) 是 并 则 态 但 非 交 同 态 ; 

(c) 是 交 间 态 但 非 并 同 态 ; 

(d) 既 是 交 则 态 ， 又 是 并 问 态 ( 即 格 同 态 ). 


图 3.4.1 


定理 2 设 L，M 是 格 ，0: L 一 >M 是 格 满 同 态 ， 
(1) 若 J 是 的 子 格 (理想 或 对 偶 理 想 )， 则 0(J) 是 M 的 
于 恪 (理想 或 对 偶 理 想 ) ， 
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(2) 若 互 是 MW 的 子 格 ( 理 想 或 对 偶 理想 )， 则 六 !(Z) 是 

的 子 格 (理想 或 对 侦 理 想 ) ， 
(3) 若 己 有 零 元 O( 单 位 元 7)， 则 M 有 堆 元 0(O) (单位 元 

0(7))3 

(4) 若是 模 格 (分 配 格 或 有 补 格 )， 则 AM 亦 然 

证 明 留 给 读者 。 重 

设 0 和， 过 一 一 内 是 属 同 态 ，A 有 泛 界 0 了 分 别称 0 一 (Oy 
(0O 的 完全 原 象 ) 与 9™!(7) (7 的 完全 原 象 ) 为 0 的 核 及 对 偶 核 ， 
记 作 Kerg = 0-1(0)，D-Kerb =0-1(7).， 

推论 5 设 0:， LL 一 >L 是 格 同 态 ， 格 "有 泛 界 0 了， 山 

(1)0 的 核 ( 对 偶 核 ) 是 上 的 理想 (对 侦 理 想 ) ; 

(2) 大 4 是 满 同 态 且 = {0，7T} 是 2 元 格 ， 则 9 的 核 (对 售 
核 ) 是 世 的 素 理 想 ( 索 对 偶 理 想 ) .. 反之 , 工 的 任何 素 理 想 ( 簿 
对 侦 理 想 ) 一 定 是 二 到 过“ 的 某 一 满 间 态 的 核 (对 偶 核 ) 

(3) 志 的 素 理 想 ( 索 对 偶 理 想 ) 的 集 合 与 了 到 二 元 属 元 / 
= {O， 六 的 满 同 态 集合 之 间 存 在 双 射 . 

证 ”由 定理 2 知 (1) 成 立 ， 设 0 是 满 同 态 且 忆 = {0, 了} 是 
2 元 格 .显然 D- 和 erl = 了 -Ker0. 由 (1) 及 33.3 定 理 4 知 民 erb 
是 工 的 过 理想 ，D-Ker6 是 的 素 对 侦 理想 , 反之 ,， 若 了 是 工 
的 素 理 想 ， 定 义 了 映射 0/ ;上 一 ->L’， 使 得 对 任意 x EL， 

,, 、_[!， 右 XEJ; 
0 w={0 Cy 
易 证 0/ 为 格 满 同 态 ， 并 且 J = Ker9’'， 类 似 可 证 的 任 一 素 对 
偶 理 想 是 工 到 L’ 的 某 一 满 同 态 的 对 偶 核 ， 因 此 (2) 成 立 ， 由 
(2) 直接 得 (3). 四 | | 
若 6，L 一 ->M 是 格 的 单 同 态 , 易 见 90(L) = Imb 是 MM 的 子 


ss 89 。 


本 


咎 ， 并 且 L 尘 96 (Z) 。 这 时 称 0 为 格 的 司 入 映射 ， 也 说 过 可 以 赔 
和 构 谍 入 到 AM 之 中 . 

定理 3 ” 设 世 是 任意 格 ，cE 志 ， 

(1) 映 射 p。， xPxVYa 是 工 到 主 对 侦 理 想 [ce) 上 的 并 同 
态 ， BH. Kery,= (aj; 

(2) 映射 gs。xmxAa 是 工 到 主 理想 (a] 上 的 交 同 态 ， 
自 D-Kerg。, 三 La) 多 

(3) 英 射 6， ar (qj 是 上 到 理想 格 (或 2) 内 的 单 同 态 ， 
并 且 0(Z) =L*。 从 而 L 可 同 构 嵌入 到 (或 工 ) 之 中 ， 并 且 
LL*. 

证 (1)，(2) 显然 ， 下 证 (3)。 任 取 a，bEL， 显 然 (q] 
= (0] 当 且 仅 当 a= 56， 因此 6 为 单 射 . 由 $3.3 推 论 2 知 9 为 
单间 态 ， 余 下 结论 显然 成 立 . 由 

推论 4 设 忆 是 任意 格 ， 则 

(1) 工 可 以 柑 和 人 到 一 个 完备 格 之 中 ， 

(?) 若 工 满 足 极 大 条 件 (特别 地 ， 若 工 有 限 长 )， 则 

LL=1*, 

证 由 定理 3(3) 及 $3.3 定理 2、 定理 3 即 可 得 
让 .上 

推论 5 对 任意 格 L， 下 述 条 件 等 价 ， 

(1) 世 是 异 格 (分 配 格 ) ， 

(2) 是 模 格 (分配 格 ); | 

(3) 工 可 髋 入 到 一 个 完备 的 模 格 (分 配 格 ) 之 中 ， 

证 由 定理 3(3)，§ 3.2 定 理 3(5)， 定 理 5(4) 及 §$ 3.3 推 
论 3 即 可 得 证 . 对 : 
”可 以 通过 Hiasse 图 判断 有限 格 是 否 同 构 。 两 个 有 了 中 格 志 
90， 


与 L/ 同 构 当 且 仅 当 L 的 示 图 中 最 下 巍 元 案 同 上 ' 的 示 图 中 最 下 
食 元 素 存 在 一 一 对 应 ， 工 的 次 下 层 元 素 同 忆 ' 的 次 下 层 元 素 存 
-在 一 一 对 应 …， 并 且 相 对 应 元 素 的 上 邻 元 个 数 也 相同 ， 相 应 
狗 邻 元 也 一 一 对 应 . 

例 2 非 同 构 的 2 元 格 只 有 一 个 ; 非 同 构 的 3 元 格 也 只 有 一 
个 ; 非 局 构 的 4 元 格 只 有 二 个 ; 非 同 构 的 5 元 格 只 有 五 个 。 其 
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(a) (b) ‘C1) (cz) (di) (d,s) (da) (du) (ds) 
图 3.4.2 


读者 可 以 验证 ， 非 同 构 的 6 元 格 共 有 16 个 (练习 3) 。 


练 习 


1. 补 证 推论 1， 推 论 2 及 定理 2. 

2. 设 工 是 有 7T(U 关 O) 的 分 配 格 。 证明， 一 定 存 在 ZL 到 二 
元 格 L’ = {0，I} 上 一 个 满 辣 态 . 

3. 画 出 所 有 不 同 构 的 6 元 格 的 Hasse 图 。，( 提 示 ; 在 所 
有 不 同 构 的 4 元 偏 序 集 的 示 图 上 分 别 添加 泛 界 O， 了 ) 


$3.5 同 余 关系 


设 0 是 格 上 的 -个 等 价 关 系 。 如 果 对 任意 的 %， ED 
. 91 。 


se 


Y= 1，2)， 由 % 三 y (modb) 中 (=12) 可 推出 2 V Xs 
yiVy(mod 0)， 则 称 0 为 工 上 的 并 同 余 关 系 ( 简 称 并 同 余 ) :对 - 
偶 地 ,如 果 由 zx; 三 y,(mod 0) (6=1,2) 可 推出 xj 信 %; 三 y1 人 9 
(mod 人 站， 则 称 9 为 L 上 的 交 同 余 关 系 ( 简 称 交 同 余 ) ; 若 0 既 . 
是 并 同 余 ， 又 是 交 同 余 ， 则 称 0% 为 乙 上 的 格 同 余 关系 (简称 格 - 
回 余 ) . 

类 似 地 ， 在 并 半 格 或 交 半 格 中 也 可 相应 地 定义 并 同 余 关 - 
系 或 交 同 余 关 系 . 

定理 1 设 9 是 格 L 的 一 个 等 价 关 系 ， 则 

(1)9 是 并 同 余 关系 寺 > Ya，6b,xEL,a=b(mod 0) 蕴 
省 aVxX 三 bVx(mod 0) ; 

(2)0 是 交 则 余 关 系 所 > Ya，8b,，xEL, a 三 b(mod 小 斑 
铬 co 人 x=DAx(mod 0)， 

(3)0 是 格 同 余 关 系 寺 > Ya，b,，x EL, a 三 b(mod 0) 缉 
泣 aV x 三 6Vx(mod 0),，a 八 x 二 5 人 x(mod 0). 

证 (1 ) 设 0 是 并 同 余 ， 对 任意 的 ob，xEL， 显 然 
X=xX(mnod 9). 和 蔡 a 三 bl(mod 0) , 必 有 aV x 二 bYV x(mod 0) . 
反之 , 设 上 述 条 件 成 立 . 车 ,=b(mod 0)(i=1,，2),， 则 
QiVas 尘 01\Vos 三 01\Vb,(mod 0)， 故 9 旺 并 同 余 ， 

由 对 偶 原 则 可 得 (2). 由 (1)，(2) 可 得 (3). 是 

推论 1 ” 设 0 是 格 二 的 格 同 余 关 系 ，a，DEZL， 则 下 述 条 - 
件 等 价 : 

(1)c=p(mod 0) ; 

(2)aA\b=aVb (mod 0) ; 


四 .xiey (mod 0) 意 指 xi6 1。 
时 92 4 


(3)x=y(mod 0)，Vx， y€ [a/\b, CVD]， 
证 明 留 作 练 习 、 时 
利用 格 同 余 关系 可 构造 出 另外 的 格 。 
定理 2 设 志 是 任意 格 ，0 是 工 的 格 同 余 关 系 . 在 二 关于 
:的 商 集 忆 /0 中 规定 ， 
[ao 人 [ 拉 9= fab], LaojVLEbJ=LaVb] (Yoa, bEL), 
则 (1) (ZL/0， 八 ，V) 成 为 一 个 局， 
(2) 目 然 上 映射 x He 是 格 洲 同 态 ， 在 一 有 委 元 和 
| 划 Kerx = [O]， 
证 (1) 由 于 9 是 格 同 余 关 系 ， 并 且 
[cj] = [6 <=<>a=6b (mod 0), 
因此 在 钠 集 二 053 规定 的 人 ，V 运 算是 合理 的 ( 即 与 代表 元 
- 黎 取 无 关 ) .容易 验证 上 1 一 上 4 成立 ， 故 (L/ 69，， 八 ，V) 成 
[aj<[b] <>aaa/\b (mod 0) 

见 $3,.1 定 理 4) . 

(2) 直接 验证 知 x 是 格 满 同 态 ， 若 之 有 零 元 O， 则 格 上 /9 
也 有 零 元 [LO]， 它 在 r 下 的 完全 原 象 正 是 O 所 在 的 等 价 类 《〈 即 
[OJ])， 因此 Kerz=[Oj. 上 
称 上 而 得 到 的 格 志 /6 为 了 上 关于 烙 同 余 b 的 商 格 ， 仍 用 了 /6 
表示 。 格 同 态 < 叫 做 自然 司 态 . 
由 格 同 态 也 可 得 到 格 同 余 ， 
定理 5 设 9 是 从 格 L 到 上 L 的 格 同 态 映射 在 中 如 下 定 
义 一 个 二 元 关系 0s: 
Ya, LEL, a=b(mod 0 ") (0) = p60) 
.出 (1)06。 是 上 的 格 同 余 关系 ， 


es 93 。 


(2) 第 9 L—L/0。 是 月 然 同 态 > 


-9 1 则 存在 唯一 的 格 同 态 9ope，Z/gw-> 工 > 
站 ,A 使 得 


7 : ps i 2=92*r (即使 左 图 可 交换 ) 3 
L/0 (3)g* 是 单亲 态 ， 因 而 
图 98 | ZL /boss 关 p (了 ) 
| (D9* 是 格 同 构 志 >p 为 满 司 


| 证 ” 民 ) 由 $1.4 定 理 3 知 gs 是 LL 的 等 价 关 系 ， 由 于 9 是 - 
格 同 态 ， 若 p (a,) = (6,) (i=1，2)， 必 有 

(a V a;) =g9(b Vb,), (ai/N\a;) = 9p(b:Ab,), 
a 二 b, (mod 0。) 草 涵 

QiV oa;=b, Vb (mod 0)，alt 人 oa 三 总 人 D (mod 0,)., 
故 9% 是 工 的 格 同 余 关 系 ， 

由 1.4 定 理 3 知 满足 (2) 一 (4) 中 要 求 的 g* 是 存在 的 ,其 . 
Hg* (La]) = g(a) (VY [a] EL/9。)， 还 需 证 明 gp* 是 格局 态 . 
这 一 点 由 %# 的 定义 是 明显 的 。 量 

对 于 并 半 黎 或 交 半 格 有 同 定理 2 定理 3 相仿 的 结果 ， 

同 余 关系 与 理想 有 密切 的 联系 . 

定理 4 设 志 是 任意 格 ，V7 关 好 是 工 的 理想 ， 在 工 中 如 下 
规定 一 个 二 元 关系 0,: 

Va, bEL, a=b(mod 0,) 
寺 沪 存在 dq EJ 使 得 aVa=6Va, 
则 (1)9, 是 上 的 并 同 余 关 系 ， 
(2) 洛 志 是 分 配 格 ， 则 0v 是 格 同 余 关系 , 
证 1) 显然 4) 满足 自 反 性 和 对 称 性 茬 有 
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a=b(mod -0,) 且 bc (mod 0,), 
出 存在 di， dz EJ, 使 得 a Vd =bVdisbVd,=cYV d,. 
于 是 
aV (diVd;) =bYV (diVd,) =¢cV (diVd;), 
其 中 di'Vd; EJ ( 因 J 是 理想 )， 即 4 二 cl(mod 0,)， 传 递 福 成 
并 ， 故 0, 是 上 的 等 价 关系 .车 a=b6 (mod 90,)， 即 存在 dE€EJ 使 
‘GVd =b\Vd， 对 任意 xEZ， 显 然 有 
(aVx) Vd= (bVx)Vd, 
因此 aVx 三 bVx(mod 0,)。 由 定理 1 知 0, 是 并 同 余 关系 . 
(2) 设 艺 是 分 配 格 ，a 夺 5b(mod 9,)， 则 存在 dE€J 使 得 
QVd=bVd， 对 任意 xEL， 利 用 分 配 律 ， 
(aA\x) VCdqAx) = (eVa) 人 x 
= (boVd) 人 x= (OAx)V(dAx)， 
因 y/ 是 理想 旦 dgEy , 故 q 人 人 xEy7 ,于 是 人 x 二 DA 人 xmnodp )， 
由 定理 1 知 bj; 是 之 的 交 则 余 关 系 ， 再 由 (1) 知 0v 是 的 格 同 余 
推论 2 ”在 有 零 元 0 的 分 配 格 ZL 中， 任 一 非 空 理想 J 都 是 
志 到 某 一 分 配 格 上 上 满 同 态 的 核 . 
”和 钙 由 定理 4(2) 可 知 岂 是 过 的 格 同 余 关系 。 容易 证 了 明 
4 二 O (mod 97) <=>a EJ .再 由 定 
理 2 知 结 论 成 立 ， 量 
信 得 注 意 的 是 ， 在 一 个 格 辣 
访 有 揣 射 上， 其 同 态 象 (在 同 构 意 
义 下 ) 并 不 能 由 核 唯一 确 定 ， 这 
一 后 同 群 或 环 是 不 同 的 .例如 在 
顽 3.5.2 中 ; (a)，(b) 分 别 给 出 
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了 6 元 格 过 的 两 个 不 同 的 同 态 ， 但 其 核 相 辣 . 

对 于 分 归 有 补 格 ， 上述 情 况 不 会 发 生 。 

设 y 是 格 二 的 非 空 理 想 ， 如 下 定义 荆 的 一 个 二 元 关系 rz 

Ya,pEL,a=b(modry)<> 存 在 cEJ 使 得 (CO 人 b)YVc= 
VD. 
若 7+, 是 上 的 格 同 余 关 系 ， 则 称 / 是 过 的 标准 理想 . 

推论 3 设 L 是 分 配 格 ，J 是 二 的 任意 非 空 理想 ， 则 

(1) Ya, bEL, a=b(mod7/) >a=b(mod br)3 

(2)J 是 上 的 标准 理想 . 

证 (1) 若 a 三 6(mod 0,) , 则 存在 dE7 使 得 aVd= bYVd.. 
由 分 配 律 及 吸收 律 得 | 和 

(Ga 人 DYV (dA\b) =0，(ao 人 人 V (a/N\d)=0. 
于 是 (CO 人 DYVc= aoVb， 其 中 c= (d 八 b)V (la 八 d) Ey. 因此. 
qa 大 b(mod ty)。 上 反之， 车 a 三 b(mod T+;)， 则 存在 cE 使 得 
(a 和 八 6) Vc=aV6b.， 由 吸收 律 及 结合 律 得 
aVc= (aV (aA\b))Vce=aV (aoVb)=aVb,. 

同 理 有 bVc= aVb， 因 此 aVc=bVc， 即 a=6 (mod 0,). 

由 定理 4(2) 及 标准 理想 的 定义 知 (2) 成 并 .时 

定理 5 设 L( 有 O) 是 分 段 有 补 格 ，0 是 L 的 格 同 余 关 系 。 

令 K(0) ={x|xEL,， x=O(mod 9)}， 则 

: (1) Ya，5EL，0a 圭 b(mod 0) 车 > 存 在 cEK(9) 使 得 : 
(C 人 站 )Vc=aVpi 

(2)K(9) 是 工 的 标准 理想 ， 

(3) 工 局所 有 标准 理想 同上 的 所 有 格 同 余 关系 之 同和 存在 : 
一 一 对 应 ， : 

证 (1) 设 三 5(mod4) ,由 推论 1 知 g 八 6 二 a Vb (mod 0)。 
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- 取 c 为 a 八 b 在 aV6 内 的 补 元 ， 则 (ec 人 D 人 c=O，(aGAD) YY 
G=aYD， 由 定理 1 得 

c= (aVb)Ac=(aAb)Ac=O0 (mod 0)， 
人 大 此 cEK (9)， 反 之 ,车 存在 c EK (0) 使 得 (CN 人 人 Vc=aVpD， 
名 c 寺 QO (mod 6)， 并 且 有 

aMb=(aAb)VO=(aAb)Ve=aVb (mod 0). 
:因此 由 推论 1 得 a 寺 b6 (mod 909). 

(2) 由 8 3.4 推 论 3 及 本 节 定 理 2 知 玉 (0) 是 上 的 理想 ,再 由 
《1) 知 KK (0) 是 忆 的 标准 理想 ， 

由 (1)，(2) 及 标准 理想 之 定义 知 (3) 成 立 ， 量 

推论 4 ”若是 分 段 有 补 格 ， 则 工 的 同 态 象 (在 向 构 意 义 
下 ) 由 辣 态 核 唯一 确定 . 

， 证 设 p: 工 一 了 上 “及 内 上 L->L ”是 格 满 同 态 ， 且 Kerg = 
到 ery， 由 定理 3 知 p， 妆 确定 上 的 格 同 余 关系 9, 及 90,， 并 且 
LL’L/0,, L’ 守 LL/0y， 易 证 Kerp=K (06),， Kery =K 
(0,) ， 由 定理 5(1) 知 9。 = 04, 于 是 L' 衬 L/0,。=L/0y 宇 2L7， 里 

推论 5 设 L 是 分 段 有 补 格 且 满 足 极 大 条 件 ，9 是 工 的 格 
同 余 关系 ， 则 存在 a€E 工 ， 使 得 

(1)Yx, yEL, x==y(mod 0)<>xVa=yVa; 

(2) 映 出 py。。[xjFm xVa 是 商 格 L/9 到 区 间 子 格 [c, 门 上 
的 格 同 构 ， 

证 (1) 由 定理 5(2) 及 $3.3 定理 2 知 及 (0) 是 工 的 标准 
理想 ， 并 且 存 在 a EL 使 得 KK(0) = (a] .对 任意 x，yEI， 车 
x 三 y(mod 9)， 则 存在 dE (a] 使 得 (x 人 y)YVd=xVy， 于 是 

XVd=xV (xN\y)Vd= xVy. 
洞 理 证 yVd=xV y， 因 此 Vd= yVd. 由 于 da， 帮 xVoa 
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=yVac。 反 之 ， 若 xVa= yVa， 由 于 cE (ac] = 天 (0)， 因 此 
co=O(modb)， 从 而 x=xVa=yVas=sy (modb)， 故 (1) 成 
立 . 
(2) 由 (1) 知 名 定义 合理 ， 且 %。 为 单 射 ， 对 任意 yE 
[ae，1]， 显 然 p。([y]) = yYVa= y。 因 此 % 是 满 射 ， 从 量 Y。 
为 双 射 ， 易 见 % 是 并 同 构 ， 由 8 3.4 推 论 1 知 y 是 商 格 志 4 
到 区 间 子 格 [c， 门 的 格 同 构 ， 国 
特别 地 ， 对 于 有 限 长 的 相对 有 补 格 ， 上 述 结论 为 真 ， 
在 § 1.3 中 我 们 曾 定 义 了 二 元 关系 的 交 、 并 , 积 等 运算 及 
包含 关系 三. 不 难 证 明 下 述 结果 ， 
定理 6 设 工 是 任意 格 ， 则 
(1) 工 的 任意 多 个 格 同 余 关系 的 交 仍 是 区 的 格 同 余 关 
系 ; 
(2) 工 的 全 体格 同 余 关系 组 成 的 集合 0(L) 关 于 二 元 关系 
的 包含 关系 三 构成 完备 的 分 配 格 . 
证 明 留 作 练习 ， 量 
若 工 是 非 平凡 格 ( 即 工 至 少 有 2 个 元 素 )， 则 b(Z) 至 少 包 
含 全 关系 以 及 恒 等 关系 尼 ， 忆 与 已 均 叫做 过 的 平凡 同 余 (或 当 
然 同 余 ) .任何 寞 于 U，E 的 格 问 余 关 系 串 做 工 的 真 同 余 关 
系 .。 若 二 没有 真 同 余 关系 ， 则 称 二 为 简单 格 . 
到 3.5.3 给 出 了 一 个 简单 格 的 例子 。 
数 域 P 上 n 维 向 量 空间 的 全 体 子 空间 格 
有 关 和 简单 格 的 进一步 讨论 将 在 第 
六 ,七 两 章 进行 ， 
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练 习 


1. 补 证 推论 1 及 定理 6， 

2. 若 0 是 格 志 的 人 格 同 余 关 系 ， 证 明 ， 志 关于 0 的 每 一 个 等 
价 类 是 艺 的 凸 子 格 ( 见 8$ 3.1 练 习 3) 

3. 设 4 是 格 世 的 同 余 关 系 格 8(ZL) ( 兄 定 理 6) 中 的 线 竹 
序 丁 集 . 令 0= VYV A， 证 明 ， 对 任意 a,，65EL, a=b(mod 由 
<-> 对 某 个 9。 €.4， 使 得 a 二 6 (mod 0。). 

4. 设 工 是 有 泛 界 OO， 了 7 的 格 (O 关 J)，A 是 同 余 关 系 格 
9 (上 L) 中 不 包含 U (全 关系 ) 的 极 大 链 (应 用 Zorn 引 理 知 这 样 
的 极 大 链 是 存在 的 )， 令 p= V A， 证 明 ， 
(Do 是 同 余 关 系 烙 b( 刀 中 的 对 侦 原 子 ( 即 避 的 下 
邻 )， : : 
(2) 上 关于 Pp 的 商 格 上 /p 是 简单 格 , 

(提示 ， 若 好 是 商 格 L/p 的 烙 同 余 关系 ， 规 定 : VasbE€L， 

a=b (mod 0) <=>[Laj=[6] (mod 0*), 则 0 €0 (ZL) ;六 且 pS 
由 此 推出 红 是 平凡 同 余 ，) 


$3.6 格 的 表示 


集合 X 的 需 集 格 已 (X) 的 任意 子 格 ( 即 蕊 上 的 子 集 环 ) 蚜 
做 万 上 的 集 格 ， 朝 集 格 是 完备 的 Boole 格 ， 集 格 是 分 配 格 . 
若是 格 L 到 集合 XX 上 基 集 格 的 ( 格 ) 满 同 态 ， 则 称 g 是 格 
工 按 XX 的 一 个 囊 示 (简称 g 是 的 一 个 表示 )，; 若 g 是 格 同 构 时 ， 
刚 称 p 是 格 工 按 民 的 一 个 同 构 表示 (简称 gp 是 Z 的 一 个 同 构 表 
示 )， 
. 9 。 


显然 ， 若 二 有 一 个 同 构 表 示 ， 则 工 一 定 是 分 配 格 。 其 冯 
亦 真 ( 见 $7.2). 

例 1 设 ( 工 ,| ) 是 一 个 格 ， 其 中 二 = {1,2,3,4,6,12}，, | 
是 数 的 整除 关系 ( 见 》3.2 例 4)。 这 = {Xi Xs Xs X4} 是 一 
个 4 元 集 ， 图 3.6.1 给 出 了 格 工 按 开 的 两 个 表示 ， 其 中 (b) 是 : 
同 构 表示 ， 


: 了 


“(Xi, Xa, Ya, Xa} 


~"{X1, Xa, Xa4} 
+ 


~ ~{X1, Y2, Xa} ~ 


图 3.6.1 


例 2 设 工 是 任意 格 ， 六 是 空 集 ， 则 XX 的 宫 集 格 P (XX)= 
{多} 是 一 元 格 ,显然 L 按 XX 的 表示 只 有 一 个 p: x 名 ,VY x EL. 
称 它 为 了 的 零 表 示 ， 

例 5 设 g 是 客 工 按 集合 承 的 一 个 表示 ，XX/ 是 久 的 子 集 . 
令 o' (ao) =g (a) 由 ，YaEL， 则 gp’ 是 L 按 X/ 的 一 个 表示 ， 
称 之 为 由 wy 导出 的 子 表 示 (简称 为 g 的 子 表示 )， 记 作 gx,。 零 
表示 可 看 作 任 何 表示 的 子 表示 . 

设 git 是 格 上 按 关 :的 表示 (=1，2) ,如果 存在 双 喘 p: 六 1 
一 针 , ,使 得 gs (a) = 多 (91(0))，VYaEL， 则 称 g1 与 ps 是 等 值 
表示 ; 若 由 9: 与 :所 决定 的 区 的 格 同 余 关 系 (8 3.5 定 理 3) 相 
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等 ， 则 称 m: 与 0: 是 签 价 事 示 . 

抽象 地 看 ， 等 值 表 示 可 认为 是 实质 相同 的 表示 ， 等 价 玫 
示 可 认为 是 表示 的 效果 相同 。 显 然 等 值 与 等 价 都 是 格 表示 集 
合 中 的 等 价 关系 . 

格 志 按 集 合 拓 的 一 个 表示 9 叫做 有 意 囊 示 ， 如 果 满 足 


GT [v0W=2, 4) 9o(0 = 


(2) 大 XYy，%，yEX， 则 存在 aEL， 使 得 xEqp(a) 而 
yE9(a) 或 yE0D(o) 而 xEp(a)。 
定理 1 对 任意 格 也 ， 
(1) 等 值 表示 一 定 是 等 价 表示 
(2) 厂 pg1，9s 是 工 的 等 价 表 示 , 则 有 格 同 构 
Pi(L) Sp, (LL)s 
(3) 工 的 零 表 示 是 有 意 表 示 ， 工 的 有 意 表示 的 子 表示 仍 
是 有 意 表 示 ! 
(4) 志 的 任意 表示 9 都 等 价 于 工 的 一 个 有 意 表 示 . 
证 只 证 (4)， 其 余 留 作 练习 . 
设 9 是 上 L 按 的 一 个 表示 。 在 猎 中 如 下 规定 一 个 二 元 关 
系 ~~: 
xX~y€> YaEL,， 或 {x，y}Sg(a) 
或 {x， yno(c) = ， 
易 证 ~ 是 六 的 -一 个 等 价 关系 ， 在 商 集 已/ 一 的 每 一 个 等 价 类 
中 各 取 定 一 个 代表 元 (这 要 用 到 选择 公理 ) 组 成 的 :一 个 子 集 
A. 令 
xX’ -( U vw- 从 70)N 4, 


aE 
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则 不 村 证 明 在 X ‘上 导出 的 9 的 于 表示 Px' 是 的 一 个 有 意 表 

定理 2 没 L 是 任意 格 ， .表示 由 工 的 全 体 案 对 偶 理 想 
组 成 的 集合 ， 对 于 任意 a€L， 令 

D(a)={PIPEN, Ha€EP}, 
则 史 是 过 按 集合 4 的 一 个 有意 表示 ， 
证 ” 先 证 @ 是 L 的 表示 ， 石 9，6€ 上 ， 则 
D(a) = {PIPEDQ, Ha€EP), 
Db)= {PIPEQHLEP), 
D(aoA\6b) = {PIPElQ HoANLbEP), 
Dla\Vb) = {PIPERQ HavbEP}. 
由 3 3.3 定 理 4 易 证 ， 若 PEb26， 则 a 八 5EP 当 生 仅 当 a€ 忆 
是 6 EP， 由 此 推 知 ® (a 信 b) = 外 (0) nm (0 . 同 理 证 @ (a V6) 
三 P(g) UDW)， 故 @@ 是 上 鸭 - 一 个 表示 . 

其 次 证 是 有 意 表 示 . 和 A D(a)， 则 a EP， 
PED(a)(YaE€4L)， 由 此 得 与 已 是 真 对 偶 理想 矛盾 ， 
因此 mn (ao) = 8. Do 多, 因此 有 a€ Pla€1L)， 
即 PE@ (q)， 于 是 UB =9,. 设 PxQ，P，QE96， 则 
或 存在 cE 工 使 得 cE 五 Q， 或 存在 5E 工 使 得 PEQ-P， 前 者 
有 D(a) 含 P 不 含 Q， 后 者 有 DB(b) 含 Q 不 含 P， 故 DB 是 工 的 有 
意 表示 . 

称 .上述 表 示 中 为 格 上 的 完全 表示 . 

推论 1 任何 格 上 都 有 完全 表示 ， 完 全 表示 是 有 意 表 
示 . 目 

在 某 种 意义 下 ， 完 全 表示 是 格 表 示 的 一 般 原 型 . 

定理 5 格 工 的 任何 有 意 表 示 都 等 值 于 完全 表示 的 -- 个 
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证 设 g 是 上 按 集 合 和 的 一 个 有 意 表 示 ， 铬 祥 = 必 ， 则 yy 
为 霍 表 示 ， 结 论 显然 成 立 ， 因 此 假定 苹 关 名 , 下面 分 四 步 来 
证 。 
” (1) 对 于 任意 x EX 令 g: 表 示 在 单元 集 {x} 上 导出 的 g 的 
于 表示 .四 于 8 是 有 意 表示 ， 容 易 证 明 pz 是 工 到 二 元 格 
{多 ， {x} } 上 的 满 同 态 ， 其 对 偶 核 
Jr=D-Kergs= {alaELHxEw(a)} 

是 工 的 素 对 偶 理 想 ($3.4 推 论 3)， 即 JE 

(2) 若 x，yEX，x 关 y。 因 为 g 是 有 意 表 示 ， 于 是 存在 
05 使 得 或 Cp(a) 而 y Eg (0) 或 yE9() 人 XE (a)， 由 
此 知 产 尖 J 

(3) 令 人 2= {yzlxEX， 那 么 如是 局 的 子 集 . 令 记 
太一 人 2， 使 (x) = 72(CVxXEX)， 由 (1)，(2) 知 久 是 双 射 

(4) 令 中 = Do 是 上 的 完全 表示 外 在 人 上 导出 的 子 表 
示 ， 则 对 任意 n EK， 有 : 

2 (o = BD) NO= {|xEXHaETs} 
= {Js | xEXHxEow (a))} 
.=p(p(a)). 

故 p 与 /等 值 .时 

所 谓 集 全 上 信 间 一 个 拓扑 是 指 六 的 一 个 子 集 族 7 全 下 
述 性 质 : 

(1)X， CET, 

(2) 右 4A，BEI， 则 AUBEJS,， 

(3) 和 在 4iE.97 (GE7T，7 是 指标 集 )， 则 让 AiES. 
这 时 也 称 (X， 了 了 ) 是 一 个 拓扑 空间 . 了 中 的 子 集 叫 做 说 六 ， 
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.4 三 二 叫做 开 集 当 旦 仅 当 到 - 4 是 闭 集 。 若 .多 是 :7 的 子 集 且 对 
任意 4E. 罗 ,存在 . 罗 的 子 集 族 {Bj 17EJV} 使 得 4= 人 Bs 
则 称 .多 是 拓扑 空间 (对 ，7) 的 一 个 拓扑 基 ， 若 4S 总 “ 则 称 
了 的 子 集 4= 们 {7T1ASTHTE.9} 为 4 的 闭 包 ， z 
利用 f2, 上 的 适当 据 扑 可 以 刻 划 完全 表示 外 的 两 个 子 表示 
的 等 价 性 。 
定理 4 设 忆 是 任意 格 ,4 ,2 则 定理 2。 如 条.4S 隐 ， 记 7 4 
= 人 D(a) ( 当 4= 允 时 约定 7y=2o0. 则 
(1)Z= {741ASL} 是 人 2 上 的 一 个 拓扑 并 旦 多 = 
{G(c) |a EL} 是 拓扑 空间 (26。， 了 ) 的 一 个 拓扑 基 ， 
(2) 石 8，82' 是 4 的 两 个 子 集 ， 则 外 的 子 表 示 Bp 
与 Bp, 等 价 拓 > 对 任意 acEZ， Go(o = Bai(a) ( 即 
go (a) 与 Do (o) 在 拓扑 空间 (2@， 9) 中 的 闭 包 一 
致 ) 
证 (1 的 验证 留 给 读者， 下 面 证 (2) . 
设 Ce (a) = Do (a)， YaE€EL， 由 (1 ) 知 
Go (m=N {Bb) |bELE Do (0) SED) , 
Go, (a) = N{D6) 1bELE Do, (0) SEDO)) . 
于 是 有 Bo (a) ED (0) > Do,(a) 三 中 (0) . 
由 于 Bo (a) =G(o) 由 8，Bo (6b) = Bb) 几 1 8， 因 此 得 
do (a) 三 中 (0) E> Do(a) CDo,(0), 


从 和 而 存 

Do (a) = Do(b) > Dola) =do, (6), Ya, bEL. 
天 Do 与 中 o, 等 价 ， 

反之 ， 设 Do 与 Bo, 等 价 。 于 是 对 任意 a，65 EL， 

do (la) = Do(b) €> Do(a) = Do, (0b), 
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利用 素 对 偶 理 想 的 定义 易 证 ， 
Go(a)ESGo (6) < 所 > Goto) = Go (ao 人 b) 

< 一 >do(o) = Bo,(aN\b) Bo (a) SPo,(b). 

凰 此 得 / z 
Do la) SG > Pola) ED (6b), Va, bEL. 

故 Go (o) =Go,(o) ，VaEZ 名 


练 寺 


1. 付 证 定理 1 与 定理 4. 

2. 证 明 ， 表 示 的 等 值 和 等 价 是 等 价 关 系 ， 

3. 举例 说 明 等 价 的 两 个 表示 未 必 等 值 ， 

4. 设 上 是 任意 格 ，42，DP 同 定理 2，44 是 42, 的 子 集 ， 
令 T(9) = {8 8’ S00, 且 Bo, 与 Bo 等 价 } ,0*= U9 
证 明 人 2* ET (0). 


$ 3.7 中 心 元 与 积分 解 


本 节 讨 论 格 的 中 心 元 与 积分 解 ， 由 于 偏 序 保 的 积 革 六 是 
烙 当 且 仅 当 和 ， 部 是 格 (S 3.1 定理 1)， 在 格 中 序 同 构 等 
价 于 格 同 构 (§ 3.4 推论 1) 。 因此 我 们 宁可 在 偏 序 集 上 作 更 
一 般 的 讨论 ， 所 有 的 概念 及 结论 都 可 无 保留 地 转移 到 格 上 
来 , : 
设 P 是 一 个 偏 序 集 ， 车 存在 偏 序 集 卫 ; (jE 站， 使 得 


P= 1 X,, (*) 
出 称 上 式 是 PP 的 一 个 积分 解 ， 每 一 个 入 岂 做 一 个 因 于 . 者 忆 
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至 少 有 2 个 元 票 并且 忆 不 能 表 成 两 个 或 两 个 以 上 非 平 上 凡 ) 即 
阶 之 2) 偏 序 集 的 积 ， 则 称 是 既 约 偏 序 集 。 若 在 积分 解 (#) 
中 每 一 个 因子 革 / 都 是 既 约 的 ， 则 称 (*) 式 是 忆 的 一 个 婚约 分 
解 . 
例 1 在 图 3.7.1 中 ，P 是 6 元 格 , 儿 ， 了 分 别 是 2 元 链 与 
3 元 链 . 易 见 P= XY 是 P 的 积分 解 . / 
(2, 3) 03 


图 3.7.1 


例 2 任何 素数 阶 的 偏 序 集 都 是 既 约 的 ,因此 例 1 中 的 分 
解 式 P=XY 是 的 既 约 分 解 . 
下 面 我 们 着 重 讨论 偏 序 集 P 的 有 限 积分 解 


P=X XX = [| xX. 


el 


显然 上 有 泛 界 0，7 当 且 仅 当 每 一 个 因 了 于 有 泛 弄 Oo 7 (i = 
1l, 2，“。，。 1) 这 时 有 

O= (O01, OO, 2, On), T= (1 Ty **, Jn), 

设 P 是 有 泛 界 O，7 的 偏 序 集 ，e EP， 奢 存在 PP 的 某 个 积 
分 解 ， 使 得 6 有 一 个 分 量 是 相应 因子 的 单位 元 ， 其 余 分 其 和 
为 相应 因子 的 零 元 ， 则 称 e 是 书 的 一 个 中 心 元 ,成 的 所 有 中 心 
元 组 成 的 集合 用 C(P) 表 示 ， 称 为 P 的 中 心 。 

” ”由 于 偏 序 集 的 基数 积 满足 结合 律 和 交换 律 (§2.5 定 理 
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1)， 因 此 对 任意 偏 序 集 呈 及 eEP，e EC (PE) 当 且 仅 当 忆 有 
两 个 因子 的 积分 解 P= 汪 了 了 ， 使 得 e = (1x，Or), 其 中 Ix 是 芳 
中 的 单位 元 ，Or 是 了 中 的 零 元 。 若 p 是 已 的 自 同 构 或 自 对 偶 ， 
同 构 ， 则 wp(CCP)) = C (P)， 即 偏 序 集 的 中 心 在 自 同 构 或 自 
对 偶 同 构 下 是 不 变 的 ， | 

定理 1 没 P 是 有 泛 界 OQ， 的 偏 序 集 ，e EC(P)， 刚 

(1)e 在 中 有 唯一 的 补 元 e， 使 得 eAe’ =O, eVe’ 
=J, 并 且 e EC(P), 

(2) 对 任意 acE P，a 八 e，aVe 存 在 ， 

(3) 厦 令 E=[O，e]，E*=[e，1]， 则 P=EE*( 这 里 ， 
等 号 表示 同 构 ) . : 

证 由 于 e EC(P)， 因 此 PP 有 积分 解 P=XY， 使 得 e= 
(1x，0Or)， 其 中 Ix，0Oz 分 别 是 对 的 单位 元 及 Y 的 零 元 ， 显 
然 e = (Ox,17) 是 e 的 唯一 补 元 ,并 且 @ EC(P)， 即 (1) 成 
立 、 如 二 a€P， 记 a= (az，ar)， (ar 和 GX，arEy)， 易 见 
a 八 e= (gar，Or)，aVe= (Jx，ar)， 因此 (2) 成 立 . 车 忆 = 
[0,e]，E*=[e，7], 令 g: P->EE*， 使 得 gp (a) = (co 人 e， 
aVe)，VYVaEP. 易 证 % 是 序 同 构 ， 故 (3) 成 立 ， 是 

推论 ] 设 P 是 有 泛 界 QO，I 的 偏 序 集 ，e，e/ 是 互补 的 中 
心 元 ， 则 映射 peo，xFm% 八 e 与 映射 ,i: yy Ve’ 是 区 间 [O， 
ej 与 Le ， 了 疗 的 互 逆 同 构 ， 从 而 P=[O，e][OQ，e’]. 

证 设 P=XY, e=(Jxz，0Or),，e’= (Ox，1lr) ， 对 任 
意 a ELO，e]， 显 然 6 志 e = (x，Or)， 不 妨 设 a= (oxr，0Or) 
(ax € 读 )， 由 此 不 难 证 明 (aVe’) 作 e=a， 邮 $9。, (a) =a， 
数 加 89。 是 区 间 [O,e] 的 恒 等 映 射 。 同 理 证 gw,，Ye 是 [e’, 六 
的 恒 等 映射 ， 因 此 y, 与 g。, 互 为 逆 映 射 。 显然 它们 是 序 同 态 ， 
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从 而 是 序 同 构 . 由 定理 1(3) 得 只 =[O，e[O，e']. 有 
”推论 设 P 是 有 泛 界 O， 了 的 偏 序 全 ，e，e’ 与 [，f' 分 
列 是 互补 的 中 心 元 ， 则 

() 映 射 p: x(x 八 f, x 八 1') 是 [O,e] 到 [0O,e 八 f3 
5[O，e 八 f'] 汐 序 同 构 ， | 

(2) P= [0, eA\f{] LO, eA 和 Af’] [0O, e’ 八 {1] [0O0, e 人 \ 
fj; 

(3)e 八 1 与 eVI 都 是 书 的 中 心 元 . 

证 设 P=XY, f= (Jx, Or), f’= (Or，7r)，e= 
《ex。 er)， 易 证 
(e 人 门人 (e 人 1j) =O，(e 人 门 V(eN 人 人 HP) =e， 

从 而 e 人 上 e 人 j 是 区 间 [O，e] 的 中 心 元 ， 利 用 推论 1 可 知 
9 xt»(x 八 f，x 八 f') 是 [O，e]J] 到 [QO，e 八 f][O，e 八 f'] 的 
序 同 构 . 因此 (1) 成 立 ， 由 (1 ) 及 推论 1 知 (2) 成 立 ， 由 (1) 和 
(2) 知 (3) 成 立 ， 量 

由 上述 推 论 可 得 

定理 2 各 PP 是 有 泛 界 QO， 了 的 偏 序 集 ， 则 P 的 中 心 CCP) 
《作为 子 偏 序 集 ) 是 一 个 Boole 格 ， 其 中 任意 两 个 元 素 e，f 在 
C(P) 中 的 上 (下 ) 确 界 就 是 它们 在 P 中 的 上 (下 ) 确 界 ， 

证 由 推论 2 及 定理 1 知 C(P) 是 有 补 格 ， 由 中 心 元 之 
定义 易 证 C(P) 是 分 配 格 ， 故 C( 忆 是 Boole 格 。 由 定理 1 知 
最 后 的 断言 也 成 立 。 量 

依 序 集 志 的 两 个 中 心 元 e，7p 做 互 后 ， 如 果 e 人 /= 0O， 

定理 5 设 忆 是 有 泛 界 O，7 的 偏 序 集 ， 则 已 有 积分 解 尸 = 


TT 上 <-> 忆 有 了 两 两 互 斥 的 中 心 元 e SCE2 3 99 er 使 得 eVeiV 


sm1 
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eVes 二 THX 二 LO, ei=1, 9S, *, n) 
证 若 P 有 积分 解 P= ]]】X,, 则 XX 有 泛 界 Os,Ts (i=1， 
4 = 1 


2, °° ,7) , 仿 6i 一 (QO,, 0O,, "se, Or-_1s Li Oir1s "ey On) , 岁 时 
@l，Ez，，…，eEn 满足 要 求 、 反 之 ， 厅 PP 有 适合 上 述 条 件 的 中 
心 元 el es er， 对” 使 用 归纳 法 ， 当 n=1 时 ， 结论 显 然 
成 立 ， 假 定 结论 对 于 志 n -1 的 情形 已 经 成 立 ， 对 于 4 的 情 
形 ， 令 e=el1Ves VVern-l， 这 =[O，el. 由 定 理 2 萄 知 e 八 
es= 0O，eVen= 了 了、 因此 e 是 e* 的 补 元 ， 由 推论 1 知已 = 防 访 ,。 
显然 e，e:，…，eo-! 是 忒 =[O，e] 中 的 彼此 互 斥 的 中 心 元 ， 
并 且 满足 所 述 条 件 .由 归纳 假设 知 久 = 所 Xi。 故 


P= lI x, 
tal 


称 P = J 上 六 是 偏 序 集 忆 的 一 个 非 平 凡 积 分 解 ， 如 果 每 

一 个 因子 和 ,都 是 非 平凡 的 ( 即 至 少 含有 两 个 元 素 )， | 

定理 4 ” 设 P 是 有 泛 界 O 〇 ,了 的 偏 序 集 并 且 P 有 两 个 积分 解 
P= [|[ X:= [7， 


出 
(1) 存 在 积分 解 已 = ]】 1 上 1 Fo 使 得 对 每 一 个 及 i 有 
人 := [F Li, 了 7 = | Lisy 
j=1 . t=1 
(2) 若 已 = 开关 是 既 约 分 解 ,P= TT Y, 是 非 平凡 
二 | 
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Om PE th ee hi de th 本 本 


”ee ， 
te Sree 


分 解 ， 则 mm 志 n 且 和 在 {1, L ***， n} 的 一 个 分 类 Ni， 
N,, 9 Na 使 得 
Vjs= TT Xs OG=1, 2, em 


GeNs 
(3) 若 P = [|] Xi: 与 P= 和 了 都 是 缀 约 分 解 则 m 
f=1 j=1 


=n， 并 且 适 当 调 整 下 标 后 有 关 ,= YY;(i =1，2，*…*…，1)， 
证 〈1) 出 定理 3 知己 中 存在 两 组 互 挟 的 中 心 元 
{eili=1, 2, “°°, n} { 11=1, 2, "9 1m} 
满足 V et = Vfi=T, Xi=[O, el, Yi;=[O, fi] 
t=1 jm1 
(i=1, 2, 2 ny j=1, 2, ,1m), 
令 Zij = [O，es 八 fj]， 由 推论 2 及 归纳 法 不 难 证 明 


Xi= TE Zis, Yi = TE Zi G=1, 2, 00, ny 7=1， 


=1 f= 1 
2,，*…，1m) 汗 日 P= [ji Ti L1i. 
l t=1 4=1 


(2) 设 天 ! 是 既 芍 的 人 =1，2，…， 放 ， 则 在 (1) 的 职 分 
解 P = [| [| Zis 中 ， 存 在 7(?) (1 委 870 二 mm) 使 得 
f=1 j=1 . 
[re 当 7= j( 人 四 时 
Li = ， ,, 
Oo) ， 当 jj(D) 时 ， 


GQG=1, 2 “1)， 在 了 y= II Zs 中 去 掉 平 凡 因 子 , 即 知 (2) 
由 (1) 和 (2) 知 (3) 成 立 ， 时 
* 10 . 


推论 5” 设 疡 是 有 泛 界 O，7(O=7) 的 仿 序 集 。 落 已 中 存 
”在 一 个 有 限 极 大 链 ， 则 乙 有 唯一 的 (在 同 构 章 义 下 ) 有 限 既 约 
分 解 . 

证 ”唯一 性 由 定理 4 直接 可 得 .下 证 有 限 既 约 分 解 的 袜 
在 性 . 对 PP 中 存在 的 有 限 极 大 链 的 长 1 使 用 归纳 法 . 当 1=1 
时 ， 显 然 已 = {0O，J} 是 既 约 的 ， 结 论 成 立 ， 假 定 当 有 限 极 
大 链 的 长 委 ! 一 1 时 结论 已 经 成 立 ,， 设 OO=ao-<al<**…<at =4 
是 中 长 为 的 极 大 链 ， 若 已 本 身 是 既 约 的 ， 则 结论 有 目 明 ， 否 
吊 ， 忆 有 非 平 凡 的 积分 解 P= XY. 记 a= (%，y) =0， 
1, 2, ,DD), XiEX, ye. 易 见 xf 至 多 覆 六 xi， ba 
至 多 覆盖 yi (= 0，1，2，，%…，!-1)， 于 是 

Ms 委 和 安生 及 VENE"EY! 
分 别 是 邓 和 了 中 的 极 大 链 ( 去 掉 重 复 项 ) 且 长 缘 小 于 !， 由 归纳 
假设 知 畴 与 VY 都 有 有 限 既 约 分 解 ， 故 P 也 有 有 限 既 约 分 解 。 自 


练 本 

1. 证 明 :， 任何 素数 阶 的 有 限 偏 序 集 是 既 约 的 . 

2. 证 明 : (1) 在 偏 序 集 P 中 ，e EC (P) 拓 > 存 在 积分 解 
P=XY， 使 e= (Jx，0Or). 

(2) 偏 序 集 忆 的 中 心 C(P) 在 P 的 自 同 构 或 自 对 偶 同 构 下 
是 不 变 的 , 

3. 石 工 是 格 (不 必 有 QO，71)， 证 明 相 应 于 定理 4 中 的 纺 
论 也 成 立 ， 


$8 3.3 分 配 元 与 标准 元 
本 节 讨论 格 中 的 分 配 元 与 标准 元 设 c， 5，c 是 格 工 的 
elTi 


Se 


性 意 三 个 元 素 ， 若 由 它们 生成 的 工 的 子 格 是 分 配 格 ， 则 称 它 
们 是 工 的 一 个 分 配 三 元 组 ， 记 作 (a，b，c) 了 D. 
显然 Ci 02» Us € 也 是 分 配 三 元 组 当 且 仅 当 对 它们 的 任 
意 排 列 qs,，ais，aiss 有 
: oil 八 (ar ats) 一 (al 人 as) V (aa 人 ais)， 
Gil V (at 人 ais) = (ai Vat2s) A (oan Vais)， 
名 果 工 有 泛 界 O 或 7， 则 对 任意 x，、y E 工 必 有 (O，x,y)DD 或 
《1,x, »)D. 
若 a€ 工 且 对 任意 x，y EL 都 有 (a，x，y)D， 则 称 a 是 工 
的 分 配 元 (或 中 立 元 ). z 
因此 工 的 泛 界 O0，7 ( 当 存 在 时 ) 是 工 的 分 配 元 . 在 格 满 


生态 映射 下 ， 分 配 元 的 象 仍 是 分 配 元 ， 在 格 的 积 【] 工 :中 ， 


元 这 a= (0 az，…，0a) 是 分 本 元 当日 仅 当 每 一 个 分 量 as 是 人 
的 分 配 元 人 =1，2，，…，7) 
定理 1 设 世 是 任意 格 ，aEZ 4= (a]，.Aa = [a) 分 别 
是 由 a 生成 的 主 理想 和 主 对 偶 理 想 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
(1)a 是 上 的 分 配 元 ， 
(2) 映 射 pa xF>x 人 ae 与 Wo，xFxWVa 是 了 的 自 同 态 ， 并 
自 re x (a(x)，Ya(x)) 是 工 到 积 4.4。 内 的 单 同 态 ; 
(3) 志 可 以 间 构 能 人 到 格 的 积 X7 中 ,使 得 对 应 于 
ft xyOr)， 其 中 7z，Or 分 别 是 天 的 单位 元 与 了 的 零 元 ! 
(4) 对 任意 x，2 E 志 ， 满 足 
GaN 人 (xVy) = (GaNx) V(a 人 y)， 
aV(x/A\y) = (aVx) 人 人 \(aVy), 
X 人 (7Va) = (xA\y)V (x/N\a), 
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XW(yYAN 人 ao) = (xXVIAxXVo). 

证 (1) 人 (2)。 设 o 是 二 的 分 配 元 ， 则 对 任意 xx，yE 工 
有 (a，x，y)D， 因 此 go xt=x 八 a 及 pas xhF>*xVa 是 工 的 格 
月 同 态 、 再 由 8 3.2 定 理 4 知 re，xhH*(pa(x)，VWa(xX)) 是 区 到 
积 4.4e 中 的 单 同 态 . 

(2) 之 (3) 。、 显 然 ， 

(3) 二 (1)。 设 (3) 成 立 。 将 工 看 成 XY 的 子 格 。 显 然 a = 
CCz，Cwr) 是 7 中 的 分 配 元 ， 因 此 c 也 是 亏 中 的 分 配 元 ， 

(1)= 二 (4)， 显然 ，。 | : / 

(4) 之 (2) 。 设 (4) 成 立 ， 易 岂 ga， pa 是 工 的 上 且 同 态 . 入 
‘Ta(x) =7Ta(y), (x, yyE 工 )， 则 x 人 aa=yANa:xVa=yVa 于 
是 由 (4) 中 后 两 式 得 ; z 

XY=XA 人 人 (XVa) = x/A\(yVa) = (xAy)Y (x/Na) 
= (x/\y)V (yANa) z 
=y/AN\(x\Va) =y 人 (>yVa) = y. 

因此 rc: xP(ga(x)，ya(x)) 是 工 到 积 A4Aa 的 单 同 态 . 目 

“定理 2 设 工 是 任意 格 ，D ( 工 ) 表示 工 的 所 有 分 配 元 组 
成 的 集合 ， 则 : : 

《1)D(I) 是 工 的 一 个 分 配子 格 ， 并 且 D(L) 等 于 工 的 
所 有 极 大 分 配子 格 的 交 ， z 

(2) 存 a€D(L) 在 工 中 有 补 元 ， 则 只 有 一 个 ， 并 且 a 的 
补 元 也 是 分 配 元 ， 

(3) 厂 工 有 泛 界 0O，J， 则 a€ 工 是 中 心 元 寺 > a 是 有 补 
的 分 配 元 . 

证 (1) 符 co，p6ED(5)， 由 定理 1(4)， 对 于 任意 xyy GE 
二, 有 
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(aeA 人 人) 人 (xVy) me 人 (人 (xxVy)) 
= 人 N 作 ((Ax) VEGAY)) = (OA 人 (AN 人 JJ)V(CoAN(C 人 N 力 ) 
=((aoNA8b) 人 x)V(CAD 人 2y)。 
阅 理 有 

(aA\b)V (xAy) = ((aA\b) Vx)AN\ (aA\b) VY), 

x/A(yV (aAb)) = (xANy)V (xAN\ (oA 0)), 

xV (yA aAb)) = (x VA XV (aA b)). 
因此 se 人 8ED(IL)。 对 侦 地 可 证 4VbED(L)， 故 D (L) 是 
的 子 格 . 显然 D (DD 是 分 配 格 。 令 D' 表示 上 的 所 有 极 大 分 
也 子 格 的 交 ， 对 任意 a EL， 关 a ED(L)， 则 存在 x，y ELL， 
使 {a，x，y} 不 是 分 配 三 元 组 ， 由 北 知 工 中 任何 包含 x，y 
的 分 配子 格 不 会 含 c。 显 然 由 x，y 生 成 的 元 的 子 格 (x， 2 是 
一 个 分 配子 格 。 利 用 Zorn 引 理 知 存在 工 的 一 个 极 大 分 配子 格 
4 使 得 Xx，y EEA， 而 aE.A4， 于 是 a ED’ .由 此 知 D’ SD (LD). 
反之 ， 阁 a€D(L),，7T 是 工 的 任意 一 个 极 大 分 配子 格 ， 由 定 
理 1(4) 饭 证 由 7U {o} 生成 的 L 的 子 客 是 分 配 格 ,由 六 的 
极 大 性 知 = (TU {a} )， 从 而 a ET. 于 是 D(L) GSD” 故 
D(L) =D’. 

(2) 如 果 a ED(L) 在 L 中 有 一 补 元 a， 由 定理 1(3) 知 a’ € 
D(L)。. 由 (1) 及 $3.2 定 理 4 知 a 的 补 元 只 有 一 个 . 

(3) 设 L 有 泛 卉 O，7T。 由 定理 1(3) 知 亏 的 中 心 元 一 定 
是 有 补 的 分 配 元 。 反 之， 大 a 是 的 分 配 元 且 有 补 元 a 和 .对 
尾 意 bE (a]=A，cE[a) = As， 令 X=bV(c 八 a'),. 由 定理 1 
《4) HT 得 x 和 八 g = 6,x\Va =c. 由 定理 1(2) 知 re: xt>(x 八 a,x'Va) 
是 到 AA4s 的 格 同 构 ， 从 而 a 是 工 的 中 心 元 . 目 

若是 格 上 的 一 个 元 素 ， 且 满足 
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(1) 映 映 p。。xmx Vs 是 上 的 格 目 同 态 ， | : 
(2)x Vs=yVs, xAs=y/\s (%, y EL) 北 涵 x=y， 
岂 称 s 是 的 一 个 标准 元 . 


对 侦 地 可 定义 上 的 对 侦 标 准 元 . 

定理 3 ” 设 工 是 任意 格 ，aEZ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 

(1)a 是 标准 元 且 是 对 偶 标 准 元 

(2)a 是 分 如 元 。 

证 明 留 作 练 .里 

推论 1 在 任意 格 中 ， 标准 元 (对 个 标准 元 ) 关 有 补 元 ,中 则 
只 有 一 个 

证 由 定义 显然 


标准 元 与 标准 理想 ( 见 § 3.5) 有 密切 联系 . 
定理 4 ”在 任意 格 上 上 中， 元素 a 是 标准 元 寺 记 由 a 生成 的 主 
理想 (aj 是 标准 理想 ， 
证 设 / = (qj 是 L 的 标准 理想 ， 则 二 元 关系 7 
x 三 y (mod zy) 扩 > 存 在 d 委 c 使 (x/N\y) Vd= xVy 
是 上 的 格 间 余 关系 .。 任 取 x，yE€L， 显 然 
Xx 三 XVa, yyVa (mod 7)), 
于 是 x/\y 二 (XVaA(yVa) (mod rr)， 
即 存在 d 志 a 使 得 | 
((xA\y)A (x Va)AN\(yVa))Vd 
= (x/AN\y)V ((xVa) AN (yVa)). 
由 此 得 (x 人 Vd= (xVa 信 (yVa). 
丙 边 与 c 作 并 即 
(x/A\y) Va= (x%Va) 人 (yyVa)， 
因此 ye，xh*xYVo 是 交 则 态 。 显然 yo 又 是 并 同 态 ， 故 pe 是 了 上 
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的 格 自 同 态 。 寿 
xXAN 人 aa=yANo， “Ve = yo, 
则 弛 x 三 x\Val(mod rr) 得 
x/AN\y=(xX VV)AyY=(yVoO)ANy= ye Tz) 。 
ON 
= (xAY Vy= (xAWAY Vc= yy Vo 
Fe yA nNacaNy 从 而 y=x 八 y. 同 理 可 证 x= 
X 八 %， 因 此 x = y。 故 a 是 上 的 标准 元 ， 
反之 ， 设 a 是 工 的 标准 元 ， 则 pa x 五 x\Va 是 上 的 格 目 同 
态 。 在 上 中 如 下 定义 二 元 关系 4， 
X=y(mod 0)€>xVoe=yVa, 
则 由 $ 3.5 定理 3 知 0 是 工 的 格 同 余 关 系 .为 证 J=(a] 是 标准 
理想 ,只 须 证 明 7z,=69. 设 x 三 y(mod 7t,)， 即 存在 da 使 
(x 八 y) Vdg =x\Vy. 两 边 与 a 作 并 得 (x 八 9) Va= (xVy) Va. 
因此 x 八 y 三 x\Vy(mod 0)， 由 $$ 3.5 推论 1 知 x 圭 y (mod 由 . 
反之， 设 x 三 y(mod 9 , 旭 x\Va=y\Va, 邻 d= (xVy)/\a， 
风 d 志 a 日 d 志 x\Vy， 由 于 po 是 格 同 态 ， 吻 证 
((x/N\Yy) Vd) Va= (x\V») Va, 
并 且 ((x/AN\y) Vd)ANa=d= (xVy)/Na. 
因为 a 是 标准 元 ， 故 必 有 (x 八 y)'\Vd =xVy， 其 中 d<a. 从 
而 x 三 y (mod rr)， 即 zj =9 是 的 格 同 余 关 系 . 因 此 7 = (a] 
是 二 的 标准 理想 ， 量 
同 分 配 元 一 样 ， 格 中 全 体 标准 元 也 构成 一 个 分 配子 格 ， 
”定理 5 设 工 是 任意 格 ，S (ZL) 表示 L 的 全 体 标 准 元 组 成 
的 集合 ， 则 S(L) 是 工 的 一 个 分 配子 格 ， 
还 设 a, bES(DL),， 风 Bas Xxx Va,， yo: ysy\ b 是 
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了 的 格 同 态 . 任 取 x，y EL, 令 

c= (xAN\y)V (oAN\D), 

d= (xV(aAN\b))A(yYV (oN\b)). 
易 证 cVa=dVa， 再 令 cf =c 人 a，d*=d 八 a， 则 有 

c*Ab=d*AN\b, cec*\Vb=d*\Vb. 
由 于 6 是 标准 元 ， 因 此 c* = d*， 因 a 是 标准 元 ， 于 是 c=d。 从 
而 $4: Xxx\V (a 八 b) 是 交 同 态 . 显然 ps 又 是 并 同 态 ， 因 
此 是 格 同 态 。 知 有 
XA 八 (ab) =y 人 (ac 人 Nb) HxV aANb) = yV(a/\b), 
于 是 有 %Va=yVa，xVb=yVb，、 另 一 方面 显然 有 
(xAN\a) 人 = (yAa) NN\b, z 
(x/\a) V6= (xVb)A (aVb) = (yy 人 Na Vb. 

由 于 6b 是 标准 元 ， 因 此 x 八 a = y 八 a. 同 理由 a 是 标准 元 得 x = 
y》， 故 a 八 6 是 标准 元 , 同 理 证 aVb 也 是 标准 元 。 由 些 知 S(L) 
是 上 的 于 格 ， 由 § 3.2 定 理 2 及 标准 元 之 定义 知 S(L) 是 分 配 
格 . 是 
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1. 证 明 ，(1) 格 工 的 泛 界 0，7 一 定 是 分 配 元 ! 
(2) 在 格 满 同 态 对 应 下 ， 分 配 元 的 象 仍 是 分 配 元 


(3) 在 格 的 积 I 7 中 ， 元 聚 a = (Ql, G2» “°°, as) 是 分 


配 元 专 这 at 是 上 的 分 配 元 (i =1，2，*…*，n)， 
2. 举 例 说 明 在 格 中 ， 一 个 标准 元 未 必 是 分 配 元 ， 一 个 分 
配 元 未 必 是 中 心 元 . 
3. 右 ag，b，c 是 格 工 中 任意 元 案 ， 证 上 明 ， 
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(oA\b, bAc, cAa)D, (aVb, bVe, eV D. 


$3.9 格 多 项 式 


所 谓 一 个 格 多 项 式 是 指 用 人 ，V 两 种 符号 把 有 限 个 字母 
《 变 元 ) 连接 起 来 的 一 个 式 子 ， 确 切 的 定义 可 递归 地 给 出 ， 

设 氏 是 给 定 的 非 空 集合 。 久 上 的 鞭 为 r(r 为 自然 数 ) 的 格 
多 项 式 定 义 如 下 ， 

(1) 关中 每 一 个 元 索 x 称 为 秩 为 1 的 格 多 项 

(2) 若 D，9 分 别 是 秩 为 * 及 s 的 格 多 项 式 ， 则 表达 式 pVg 
及 力作 9 叫 做 秩 为 *+ 的 格 多 项 式 . 

显然 ;. 落 p 是 人 上 的 格 多 项 式 ， 则 一 定 存在 X 的 有 限 子 
集 了 上 ， 使 得 履 是 了 上 的 格 多 项 式 . 若 X= {xi，xa*yXno} 是 此 
限 集 ， 则 称 4 上 的 格 多 项 式 f/ 是 以 xi 人 =1，2，…，17) 为 未 
定 元 的 "元 格 多 项 式 ， 通 常 记 作 太 xx ，，…， xn) 

令 太 ( 扩 ) 表示 所 有 针 上 的 格 多 项 式 组 成 的 集合 ， 对 任意 
bg< 太 (全 )， 显 然 p 人 qq，bVaE 形 (X)， 因 此 球 (X) 可 
看 作 带 有 人 ，V 两 种 运算 的 代数 系 ， 称 之 为 集合 上 的 字 
代数 . 

在 丈 (X) 中 ， 格 多 项 式 /完全 由 它 的 表达 式 中 所 出 现 的 
让 的 元 素 及 其 用 八 ，\V 符 号 连接 的 次 序 所 确定 . 例如 形 为 
x 八 X，X， (xX\My) 八 x，x 八 (XV 的 表达 式 皆 应 视 为 不 同 
的 格 多 项 式 . 

字 代 数 矿 () 具有 所 谓 的 泛 性 质 ， / 

定理 1 设 WV(X) 是 集合 了 上 的 字 代 数 ， 工 是 任意 格 ， 若 
J: 大 -> 了 是 任意 映射 ，r， 和 -> 太 (X) 是 包含 映射 ， 则 存 在 


“lil8 


唯一 的 映射 g*， W (XH)—L, 使 得 : 
(1) gp”*r = gp( 旭 使 右 图 可 交换 )， i z WeZy 


(2) 对 任意 p,q EW (X)， 有 2 
p* (pANg) =p*(p) Ngp* (9)， | 
2” (PV9g) =9*(p) Vg*(g). 7 光 , 

(如 g* 是 代数 同 态 ). 

证 递归 地 定义 p*. 对 于 秩 为 图 3.9.3 


1 的 格 多 项 式 x， 规 定 p#(x) = gp (x) .假定 秩 分 别 为 r，s 的 : 
格 多 项 式 p，9g 均 已 定义 g*(p) 及 gp* (gq)， 则 对 秩 为 r+ s 的 格 - 
多 项 式 p 八 9，pVgq 规 定 ; 

p*(pNg)=9*(p) Np*(qg) ,gp* (pVg) =9*(p) Vg*(q). 
易 证 9* 满 足 要 求 . 国 四 

设 p，q €E 人 W(X). 在 定理 1 中 若 对 任意 的 映射 p:; 大 -> 工 ， 
均 有 g*(p) =gp*(g)， 则 称 格 多 项 式 p 与 q 在 中 恒 等 ， 或 称 - 
格 上 适合 格 等 式 p=g. : 

上 述 概 念 也 可 不 使 用 泛 性 质 而 直接 给 出 ,， 设 = {xi， 
xX:，“"。， Xa} 是 有 限 集合 ，z 是 上 的 格 多项式. 工 是 任意 - 
格 ， 上 L" = 上 虐 xLx*…xL 是 n 个 上 的 笛 卡尔 积 。 对 于 每 一 个 n: 
元 组 (al，a，…，an) EL ， 递 归 地 定义 格 L 中 的 元 泰 
Pld1s G2 ***, Qn): 

当 p 的 秩 为 1 时 ， 设 p=xs(1 志 kn)， 则 规定 p(ci， 
G3 ***s0s) = Gk, 当 上 的 牧 为 r 时 (之 2) 着 且 假 定 对 于 附小 . 
于 ?的 格 多 项 式 相 应 的 元 素 已 定义 ， 设 p= 名作 加 或 户 = 轴 3 
Pz， 其 中 pP，p; 的 秩 丝 小 于 ， 则 规定 

P(g Gay ") Qs) 


= pi (al， (C25 “°°*y Cn) 人 7 《al » 02， ee, Qn) 


©. 1 19: @@ . 


Pla Gs **» Gn) 
= pi(Gs Gr “9 as) Vp: (gi, Gs» “**， Ga) 。 


大 pp， gEW(X) 且 对 任 痢 (Qi1, Qo 9 an) EL', 均 有 


力 (G1， Go ***, Qn) =q(01, Gs, “°°, ca) ， 则 称 p， g 在 艺 中 是 
恒 等 的 ， 或 称 格 志 满 足 格 等 式 户 = 9， 


若 对 任意 格 上 。， 格 多 项 式 多 9 均 在 Z 中 是 恒 等 的 ， 则 称 


tb 与 9 是 恒 等 格 多 项 式 ， 或 称 等 式 b = 9 是 格 恒 等 式 . 


了 去: 


活 ; 


例 1 令 苞 = {xi，xX:， Xs} ， 则 以 下 诸 式 是 格 恒 等 


(1) XI 人 xi = Xi Xi VX1 = X13 
(2) X1A 人 Na 一 XN\X1s X1 VX 一 xX» VX1} 
(3) (x1/N\X2) 人 \Xs = XI 人 (xz 人 xs)3 
(Xi Vx) Vxs = x1 V (x%» V Xs); 
《4) XI 人 (x1 VX,) 二 Xi, XI V (Xi 人 xz?) 一 X11， 
例 2 分 配 格 L 满 足以 下 格 等 式 ， 
(1) XI 人 (xs Vxs) = (Xi/N\Xs) V (x1/N\ Xa) 
(2) x1 VV (xs 人 xs) = (x1 VX2) A (x1 VXe); 
模 格 上 满足 以 下 格 等 式 : 
(3) (x1 Vx2) A ( (x1/N\X2) Vxs) 
= (xi 人 2) V( (x VXs) 八 Xs) (验证 留 给 读者 ) 
定理 2 设 L 丰 任 区 和 属 ，p，9g 是 集合 和 上 的 格 多 项 式 ， 
(1) 大 LL 满足 格 等 式 p= g， 则 工 的 子 格 及 工 的 同 态 象 亦 


Q2) 若 L= 站 xX, 则 ZL 满足 格 等 式 p=q<> 每 一 个 


“120。 


因 于 和 (满足 该 等 式 ( 人 = 1，2，……，); 
(3) 吉 2 满足 格 等 式 Dp= gq， 则 对 任意 r EV (X)， 上 亦 潍 
足 格 等 式 r 八 p=r 八 9g 及 rVp=rVg. 
证 明显 然 .， 莉 
定理 5 ” 设 和 是 任意 非 空 集 合 ， 在 字 代 数 矿 (了 X) 中 ， 
(1) 格 多 项 式 的 “ 恒 等 " 关 系 是 等 价 关 系 ; 
(2) 在 “ 恒 等 " 意 义 下 ， 球 (了 ) 中 的 人 ，V 运 算 满 足 震 等 
律 \ 交 换 律 ,结合 律 和 吸收 律 。 即 对 任意 p,，g,， rEW(D), 下 
述 各 式 是 格 恒等式 ， 
Ll p/N\p=p, pVPp=p; 
‘Ll, pMN\gq=g 人 \p, pVaq=a\Vps 
Lls (pp 人 Ar= pb 人 (An， 
(pVaq) Vr = pV (9V7)3 
LL, 旋 八 ( 旋 Vd9) = p, pV (pANaq) = p. 
正明 留 作 练 习 . 由 : 
设 P1，p，*… ,pnE 了 V(X) ,用 八 符号 把 这 些 p 按 自 然 排 
列 连 接 起 来 并 且 依 次 加 上 括号 就 得 到 一 个 新 的 格 多 项 式 ， 记 
为 人 2 BB 


吉本 


ANPr= Co (pANp2s) NP) A) A pn. 
由 定理 3 可 知 不 论 庄户 的 排列 顺序 及 加 括号 的 方法 如 何 ， 最 
后 得 到 的 格 多 项 式 均 与 人 刀 恒 等 (严格 的 证 明 需 使 用 归纳 
法 )， 类 似 地 ， : 
VPi= CG"((pr Vp) Vp) VV") Vps 


亲本 


ws 2 
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有 同样 的 性 质 . 
有 时 也 记 


A pi= Pi/AN\psN\"** A pr, Vp = piVps VV Pr. 


设 pE1WV( 针 ) 是 秩 大 于 1 的 格 多 项 式 . 若 在 p 的 宸 达 式 中 

.只 出 现 人 符号 (或 只 出 现 V 符 号 )， 则 称 p 是 一 个 八 -多项式 
(或 Y- 多 项 式 ) 、 秩 为 1 的 格 多 项 式 被 君 成 既是 人 -~ 多 项 式 ， 

.又 是 V- 多 项 式 . 由 上 面 的 说 明 及 定理 3 可 知 ， 者 p€EWW (XX) 

定 一 个 人 -多 项 式 (或 V- 多 项 式 )， 则 存在 有 限 个 相 蜡 元 素 


~N1ls 多 29 “°°, xr EX, 使 得 少 恒 等 于 八 x; (或 V Xi) . 
ei uml 


定理 4 设 志 是 分 配 格 ， 刁 = {xj，xs，*…，xn} ， 则 
(1) 上 满足 以 下 格 等 式 , 
Di pA\(gVr) = (bp 人 9 V (pA) 
DI, pV(lgAMr)= (pVa)A\(pVr), 
(Vp,9, rEWexX)). 
(2) 任意 客 多 项 式 p (x1:，…，xn) 在 工 中 恒 等 于 一 些 人 - 
-多 项 式 之 并 (或 VY- 多 项 式 之 交 ) ， 即 区 适合 格 等 式 
px ** Xn) = V. ( 八 xi) 
pbs x = A CV xi )， 
:其 中 AGET) 是 {1，2，*…，n} 的 子 集 . 
证 (1) 显 然 ,， 下 证 (2). 对 p 的 秩 r 用 归纳 法， 当 r= 
1 时 ， 结 论 显然 成 立 . 设 r>>1， 并 且 假 定 对 于 秩 小 于 * 的 格 多 
”- 顶 式 结 论 成 立 ， 大 pbp = ps Vp;， 其 中 PP，p: 的 秩 比 小 于， 由 
归纳 假设 知 
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-= 省 站 1 -基于 i 可 隘 - i 和 EH Pd Ci 


P= VA xp 及 p,= VV SA Xi) 


三 工 中 是 恒 等 的 ， 由 (1) 及 定理 2 ,定理 3 知 

P= (Y CA x0) VY (人 6)) = M,; CA 
在 二 中 和 恒 等 . 着 p= pl/ 八 p:， 同 理 可 证 

p= (VY OxoOACY (人 2)) = ， V (CA 八 xD 


人 

泪 志 中 恒 等 . 

拓 似 地 可 证 对 偶 的 结论 . 重 

定理 5 设 L 是 任意 格 ，ats，0b1:ELG=1，2,*…,n)。 若 
Qi=1，2，…，n)， 则 对 任意 n 元 格 多 项 式 p (Xi1，…， 
Xx)，。 都 有 

play a …， an) pb, bs, **, bn), 

让 明和 留 作 练 习 . 

吹 一 般 地 ， 在 偏 序 集 中 有 所 谓 的 

定理 6 〈 极 小 极 大 原则 ) 设 (LP， 志 ) 是 任意 偏 序 集 ， 

fass| cyEP，7E7) ， (GED 是 P 的 子 集 族 (I 及 Ts 是 下 

新 集 ) , 令 S = 开 了 ,是 诸 7 的 笛 卡 尔 积 ， 则 有 


八 CV, at) 之 NM AS 9 


tof 


《假定 上 式 中 出 现 的 交 和 并 ( 即 下 确 界 及 上 确 界 ) 在 己 中 均 存 
-在 ) . 
证 对 任意 mE7 有 JE ,显然 有 


V Gj 9340) /人 \ at9 4 04). 
derTrs ef 


-于 是 人 ( 和 Mo, at1) 人 0i， :0s (Vf EN). 


| 
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改 


(V ar) 盖 YYV (人 ar)， 国 
fg 40 


tei fess 


练 要 


it, 和 外 证 定理 3 及 定理 5。 
2. 验证 例 1、 例 2 的 结论 。 
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第 四 章 完备 格 


本 章 进一步 研究 完备 格 。 首先 给 出 完备 格 的 一 些 等 价 条 
忻 (84.1，84.2) ， 进 而 讨论 完备 格 的 两 种 具体 构造 方法 ， 即 
屠 包 运算 (84.3) 和 Galois 联 络 (84.4) .最 后 发 展 了 Dedekind 
的 实数 分 割 理论 ， 研 究 了 如 何 把 一 个 偏 序 集 (或 格 ) 能 入 到 


完备 格 中 ($4.5) 


8$4.1 完备 格 与 条 件 备 格 


我 们 在 83.2 中 定义 了 完备 格 (简称 备 格 ) 及 其 闭 子 格 ， 并 
且 已 经 知道 备 格 的 对 偶 及 闭 子 格 也 是 备 格 ， 有 限 格 是 备 格 ， 
备 格 的 积 是 备 格 ($3.2 定理 1)， 由 定义 可 知 ， 一 个 偏 序 集 
是 备 格 当 且 仅 当 书 的 任意 非 空 子 集 S 有 上 了 确 界 VS 及 下 确 界 


八 S. 


注意 到 在 偏 序 集 P 中 ， 空 子 集 名 的 上 确 界 ( 下 确 界 ) 等 于 


二 的 下 隐 齐 (上 确 窜 )， 由 §2.3 推 论 2 可 得 


定理 1 设 P 是 非 空 偏 序 集 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) P 是 完备 格 ， 

(2) PP 的 任意 子 集 (包括 名 ) 有 下 确 界 ， 

(3) P 的 任意 子 集 ( 包 括 儿 ) 有 .上 确 界 ， 

(4) 了 有 记 界 J， 且 了 PP 的 任意 非 空 于 集 有 下 确 界 ， 
《5) 了 有 泛 因 0， 且 PP 的 任意 非 空子 集 有 上 确 界 ， 


站 


证 明 留 给 读者 . 国 
推论 1 对 任意 格 L( 名)， 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) 世 是 完备 格 ; 
(2) 工 的 任意 线性 序 子 集 ( 包 括 名 ) 有 下 确 界 ， 
(3) 世 的 任意 线性 序 子 集 (包括 好 ) 有 上 确 界 ; 
(4) 工 有 泛 界 1， 且 工 的 任意 非 空 线性 序 子 集 有 下 玖 
乔 ， 

(5) 志 有 泛 界 O， 上 且 L 的 任意 非 空 线性 序 子 集 有 上 确 
界 . 

证 (1) 一 > (2) 显然 . 

(2) 一 > (1) . 设 (2) 成 立 , 则 工 有 单位 元 7(= 人 多 ) . 任 : 
取 4SL， 亚 然 4 的 上 界 集 Ma4s 人 Jo. 由 Hausdorff 定理 
($2.7) 知 Me4 中 存在 极 大 链 C.C 显 然 是 二 的 线性 序 子 集 ， 
因而 在 上 内 有 下 确 界 6= 八 C, 易 证 5EMaA， 因 此 5b 是 M4 
的 极 小 元 ， 由 §3.1 练 习 2 及 练习 3 知 MsA 是 工 的 子 格 . 并 且 b 
是 Me4 的 最 小 元 ， 故 0 = \VA， 由 定理 1 (3) 知 工 是 完备 客 ， 

同 理 证 (1) 与 (3)， (4)，(5) 等 价 ， 量 

推论 2 ” 设 志 是 任意 格 . 

(1D) 车 上 有 单位 元 1 ( 零 元 0) 旦 满足 极 小 条 件 ( 极 大 条 件 ) ， 
则 是 完备 格 ; 

(2) 才艺 是 有 限 长 的 格 ， 则 工 是 完备 格 ; 

(3) 各 也 是 完备 格 ， 是 工 的 非 空子 集 ， 且 对 任意 XSS， 
么 在 忆 内 的 下 确 界 (上 确 界 ) 属于 S$， 则 S 是 完备 格 . 

证 只 证 (3)， 其 余 留 作 练 习 . 

由 假设 知 7= 人 好 ES ,因此 7 是 S( 作 为 子 偏 序 染 ) 的 单位 
元 . 若 祥 SS， 上 且 针 半 2, 则 X 在 L 内 的 下 确 界 b= 八 XES， 
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并 且 6 也 是 外 在 S 内 的 下 确 界 . 由 定理 1(4) 知 S 是 完备 
阁 . 

注 推论 2(3) 中 的 9 来 必 是 工 的 子 
格 . 例如 图 4.1.1 所 表示 的 6 元 格 世 是 完备 
格子 集 S= {O，a，p，c， 下 满足 上 
述 推论 中 (3) 的 条 件 ， 关 而 是 完备 格 。 但 “ 
不 是 志 的 子 格 . 

由 8$2.3 定 理 4 知 完备 格 中 适 合 一 般 结 
合 律 ， 图 4.1.1 

人 ( 八 人 7) = 八 (， U 及 1)， NM (V 和 1 = 必 ， 从 7y) 。 

事实 上 ， 一 般 结合 律 与 吸收 律 完 全 刻 划 了 完备 格 . 

设 4 是 任意 集合 若 存 在 一 个 法 则 ， 使 得 对 4 的 任意 非 
空子 集 4， 和 都 存在 唯一 确定 的 元 素 pE .A 与 之 对 应 ( 记 作 6b= 
. 八 汉 或 2 = VX )， 则 称 这 种 对 应 法 则 为 4 的 广义 代数 运 算 . 
显然 4 的 任何 广义 代数 运算 均 可 导出 4 的 一 个 通常 的 二 元 代 
- 数 去 算 . 

定理 2 设 集合 L 中 定义 了 八 ，V 两 种 广义 代数 运算 ， 
-并 且 满 足 一 般 结 合 律 和 了 明 收 律 ， 见 对 于 任意 写生 LL ,Xj 夺 久 

(YE) 及 x，y EL， 有 
(1) 八 人 2) = 八 ( Y 7)， 
My (VX =V( 了 XD 

(2)x/AN\ (x VY) =%= XN (x 人 y)s 
草 过 成 为 一 个 完备 格 . 

证 八 ，V 作 为 上 的 二 元 运算 显然 满足 圭 等 律 ,交换 
律 . 由 (1D)、(2) 知 八 ,VW 又 满足 结合 律 与 吸收 律 ， 由 $3.1 
年 理 4 知 亿 ， 人 ，V) 成 为 一 个 格 ， 其 中 的 序 关 系 为 ， 


Lv 


xX<y<>XAN 人 7y=X( 耿 xXVy = J) ， 
设 SSL，S 二 名， 则 对 任意 xES 有 
(人 S) 人 x= 人 (SU {x} ) = 人 9， 
因此 八 S<x(VxES)， 若 :ELH1<x(YVxES)， 则 z 八 x= 
1(YV xES), 于 是 
tA(NS)=AN( {tt US) = 人 GANx| xES) = 

因此 人 和 八 S， 即 八 S=infS. 同 理 证 VS$S=supS$S， 故 LL 是 完 
备 格 .时 

设 S 尽 偏 序 集 P 的 一 个 子 集 ， 若 S 在 P 内 至 少 有 一 个 上 宽 
和 一 个 下 界 ( 旭 MoS 圭 名，MiS 志 名 ) 则 称 S 是 忆 的 一 个 有 界 
了 于 集 . 

格 上 叫做 -- 个 条 体 备 格 ， 如 果 它 的 每 一 个 非 空 有 界 子 集 
都 有 -上 确 乔 和 下 确 界 ， 

， 显然 备 格 一 定 是 条 件 备 格 ， 反 之 不 真 。 例 如 实数 集 R 关 : 

于 目 然 序 ( 数 的 大 小 关系 ) 是 条 件 备 格 ， 但 不 是 完备 格 . 

定理 5 ”对 任意 格 L( 三 名)， 下 述 条 件 等 价 ， 

(1) 上 是 条 件 备 格 ; 

(2) 工 的 任意 非 空 有 界 子 集 有 下 确 界 ， 

(3) 工 的 任意 非 空 有 寞 子 集 有 上 确 界 ， 

(4) 志 的 非 空 有 秀 线 性 序 子 集 有 下 确 界 ; 

(5) 志 的 非 空 有 秀 线 性 序 子 亿 有 上 确 界 . 

证 (1) 一 > (2) ， 显 然 . 

(2) 一 > (1). 设 (2) 成 立 ，S 二 名 是 LL 的 有 界 子 集 . 于 
是 S 的 上 界 集 MM。S 二 依 ， 任 意 取 定 a€MoS, 令 A= {a 八 %|) 
ZE jos . 易 见 4 是 LL 的 非 空 有 界 子 集 ( 显 然 a€A， 且 aE€ 
Me4，5EM44) ， 因 此 4 在 内 有 下 确 界 ! = 八 4， 由 $2.3 推 
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论 1 知 6 是 S 的 上 确 界 . 由 此 证 明了 (27 意 酒 (8) ， 从 而 (1 成 立 。 
伺 理 证 (1) 与 (3) 等 价 . 

其 余 念 推论 1 证 明 . 目 

类 似 上 述 定理 的 证 明 可 得 : 

推论 5 在 条 件 备 格 中 ， 任 意 非 空 有 下 界 ( 上 界 ) 的 子 集 
一 定 有 下 确 界 (上 确 界 ). 

证 明 留 给 读者 . 是 z 

条 件 备 格 与 备 格 的 差别 就 在 于 它们 是 否 有 泛 界 . 

定理 4 设 是 任意 条 件 备 格 。 若 在 工 中 添加 泛 界 O,7 以 
后 得 到 的 格 记 为 L， 则 L’ 是 完备 格 ， 

证 任 取 X7'SEZ 车 OEXI， 则 并 在 民 内 有 下 确 界 
OQ， 若 OEX/， 令 卫 =/ - {JT} ， 则 XXGS. 当 丰 = 他 时 ， 
必 有 上 “= 名 或 /= {I} . 这 时 对 /在 L' 内 有 下 确 界 I， 当 
节 寺 时 ， 若 也 在 L 内 有 下 确 界 b，， 则 b 也 是 X' 在 L' 内 的 下 确 
雾 ? 若 卸 在 志 内 没有 下 确 界 ， 则 O 就 是 七/ 在 元 内 的 下 确 界 . 
不 论 怎 样 ， 久 /在 LAL 内 总 存在 下 确 界 ， 同 理 证 /在 L 内 有 
上 上 确 界 ， 故 忆 ' 是 完备 格 . 目 

推论 4 ” 设 志 是 有 泛 界 O， 了 的 格 ， 则 工 是 完备 格 所 > 二 是 
条 件 备 格 . 

证 明显 然 . 目 : ; 

一 个 完备 格 去 掉 泛 界 O，I 以 后 ， 简 下 的 子 集 ( 作 为 子 偏 
疗 集 ) 未 必 是 条 件 备 格 ， 甚至 未 必 是 格 (读者 举例 ) . 


练 习 


1. 设 和 是 完备 格 ， Y 是 任意 偏 序 集 . 证 明 ，X7( 基 数 输 》 
” 蚌 完 备 格 ， 
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.2. 补 证 定理 1 和 推论 3. 
3. 设 是 交 半 格 ( 并 半 格 )， 证 明 ， 工 是 完备 格 志 > 上 的 任 
雹 线性 序 子 集 (包括 人 和) 在 L 中 有 下 确 界 (上 确 界 ). 
4. 偏 序 集 (P， 到 ) 叫 做 条 件 备 的 ， 如 果 忆 的 任意 非 空 有 
寞 子 集 有 上 确 界 和 下 确 界 . 证明 ， 在 条 件 备 的 偏 序 案 P 上 添 / 
加 认 寞 0，7 后 就 得 到 一 个 完备 格 . 


S4 2 不 动 点 定理 


完备 格 有 一 个 重要 的 特征 性 质 ， 即 在 任何 保 序 自 同 态 对 : 
应 下 总 有 不 动 点 ， 为 证 明 这 一 结论 ， 首 先 需 要 改进 $4.1 推 论 
1 的 结果 . 

定理 1 设 L 是 任意 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 

(1) 世 是 完备 格 ; 

(2) 工 中 任意 满足 极 小 条 件 的 线性 序 子 集 ( 包 括 ) 有 上 . 
确 乔 ; 

(3) 上 中 任意 满足 极 大 条 件 的 线性 序 子 集 (包括 名 ) 有 下 
确 界 . 

证 为 叙述 方便 起 见 ， 称 满足 极 小 条 件 ( 极 大 条 件 ) 的 线 . 
性 序 子 集 为 D.C,.C 链 (A.C.C 链 ) . 

(1) 一 -> (2) ， 显 然 . 

(2) 一 > (1) . 设 (2) 成 立 , 即 中 每 一 个 D.C.C 链 都 有 .上 . 
人 确 夫 ， FED icox = 上 59 是 3 的 下 界 集 ， 并 且 令 

= {C1C 是 D.C.C 链 ， 并 且 CESx } ， 

显然 他 cp 册 此 PXI 在 有 和 如 下 定 X 二 元 关系 专人 

C<'D<e>C= D 吉 C 是 D 的 一 个 于 六 说 § 2.6)® 


一 - 


四 大 六 二 woD， 使 得 C= {xixE DEx<d})，。 


9 T30， 


易 证 (P， 到 “/) 是 偏 序 集 ， 应 用 Zorn 引 理 可 证 P 中 有 极 大 元: 
M. 由 (2) 知 M 有 上 确 界 a=\VMEL,. 由 于 MSESe， 易 见 . 
a€Sx， 若 b5E€S;， 则 必 有 6b 筷 a( 介 基 ， 由 6 二 a 导 出 a 达 aVb- 
ESx， 这 样 MU {aV6b} 将 是 包含 在 Sx 中 的 D.C.C 链 ， 与 人 
的 极 大 性 矛盾 ) ， 因 此 a 是 Sx 中 的 最 小 元 ， 即 a= 八 S， 从 而 
”上 的 任意 子 集 都 有 下 人 确 界 ， 故 工 是 完备 格 ( $4.1 定 理 1)， 同 
理 证 (1) 与 (3) 等 价 , 里 

下 面 证 明 所 谓 的 不 动 点 定理 ， 

定理 2 (不 动 点 定理 ) 格 志 是 完备 格 当 且 仅 当 志 到 自身 的 
任意 保 序 自 同 态 /至 少 有 一 个 不 动 点 ( 即 存在 cEZ， 使 得 . 
f(a) =a) . 

证 ” 设 世 是 完备 格 ，j， 工 一 工 是 序 同 态 . 令 

={tX|xEL， 且 x 委 jx) }， 
显然 S 二 名 (因为 OE€9),ita= VS, 则 对 任意 x ES,x<a, 从 而 
x 志 f (x) 夸 f (a) .于 是 f(a) 是 S$ 的 一 个 上 界 ， 因 此 a 所 f(a). 
由 此 得 f (@) 筷 f(f (0)) , 即 f (a) ES. 于 是 f (0) a 志 f (a) ， 故 ca- 
= f (0). 

治 志 不 是 完备 格 ， 由 定理 1 知之 中 存在 一 个 A.C.C 链 C 没 - 
有 下 确 界 . 记 Cx* 是 C 的 下 界 集 ， 类 似 定 理 1 可 证 Cx 中 存在 一 
个 极 大 的 D.C. ~ 雄 D， 下 全民 
dX, 

军 则 ， 奇 上 中 有 这 样 的 x， 则 x 是 D 的 上 界 又 是 C 的 下 界 , 
由 于 CC 无 下 确 夫 ( 即 Cx 无 最 大 元 ) ，、 因 此 存在 yEC 使得. 
》 丰 x， 从 而 x 二 yVx ECx， 这 样 DU {yVYx} 将 是 Cs 中 的; 
D.C.C 链 ， 此 与 DD 的 极 大 性 矛盾 . / 
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“人 ) 存 在 序 同 态 户 L>L, 而 f 没 有 不 动 点 。 
Cl 0 el, 且 xX 未 c}， 
D(x) ={d lqdED, Bad 直 x}. 
则 由 (1) 知 C (x) .与 D(x) 至 少 有 一 个 非 空 .由 于 C 是 A.C.C 链 ， 
DD 是 D.C.,C 链 ,因此 当 C(x) 二 GB 时 C(x) 有 最 大 元 ; 当 D(x) 三 
名 时 ,D(x) 有 最 小 元 .如 下 定义 f/，L->L， 对 生意 xE€L， 使 
fx) -2 的 最 大 元 ， 若 C (x) 二 好 
忆 (xz) 的 最 小 元 ， 若 C (xz) = 个 
显然 /有 意义 ， 并 且 f (x) 站 x(Vx EL). 下 面 证 明了 是 序 同 
态 ， 设 Xx 记 y，x，yEL， 东 C(x) = 名， C(y) 寺 2， 则 于 Cx) 
ED，f(y) EC， 显然 f(x) 志 f (y). 落 C(x) = B，C(y) = 
名 ， 由 x 忆 y 可 知 D(y) 忆 D(x)。 于 是 也 有 f (x) 筷 f (y) .最 后 
设 C (x) 二 名 ， 记 Xx 志 y 知 C(x)SC(y)， 因 此 C(y) 志 如， 亦 
有 f(x) 夺 f(y)， 故 f 是 工 的 保 序 自 同 态 ， 但 f 没 有 不 动 点 ， 
综合 上 述 可 知 ， 才 的 每 一 个 保 序 自 同 态 都 有 不 动 后 ， 
出 忆 一 定 是 完备 格 ， | 
注 存在 不 是 格 的 偏 序 集 ， 其 每 一 个 保 序 自 同 态 都 有 
不 动 点 。 但 是 如 何 刻 划 这 类 偏 序 集 ( 甚 至 是 这 样 的 有 限 偏 序 
集 )， 目 前 仍 是 一 个 芸 而 未 知 的 问题 


练 要 


1. 补 充 定理 1 定理 2 证 明 中 的 细节 ， 
2. 设 IL 是 完备 格 ，f: 上 ->L 是 上 的 保 序 自 同 访 . 令 让 = 
{alo EI， 且 f (a) = a}， 证 明 ， 
(1) 了 Pf 有 最 小 元 ; 
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(3) 举 例 说 明天 未 必 是 达 的 子 格 ， 瓦 (作为 忆 的 子 偏 序 集 》 
构成 格 吗 ? 

| 3。 设 偏 序 集 P 有 泛 界 I， 且 满足 极 小 条 件 。 证 明 ，P 的 
每 一 个 保 序 自 同 态 f 至 少 有 一 个 不 动态。 


$4.3 闭 包 运算 


我 们 首先 讨论 一 个 集合 的 子 染 族 (关于 集合 包含 关系 ) 构 
成 完备 格 的 条 件 . : / 

设 X 是 任意 集合 ， 半 的 一 个 子 集 族 哎 员 做 必 oore 旋 ， 如 
果 满 足 ， 

(1) 久居 ， 

(2) 洛 AyER(yET)， 则 NA ER. 

与 之 相关 的 概念 是 所 谓 的 闭 包 人 性 质 . 

设 p 是 集合 半 的 子 集 可 能 具有 的 一 个 性 质 . 如 果 满 
征 : 

(1) 信 具有 人 考 质 p， 

(2) 蒜 的 任意 多 个 具有 性 拨 如 的 子 集 的 交集 亦 具有 人 性 质 
也 
则 称 p 是 一 个 闭 包 性 质 . 

例 1 ” 设 矿 是 数 域 下 上 的 向 量 空间 ， 则 大 的 全 体 子 空 间 梅 
成 一 个 Moore 族 .和 若 取 定 一 个 回 量 cE 广 ， 规 定 矿 的 子 集 矿 具 
有 人 性质 p< 二 >a EW， 则 Pp 是 一 个 闭 包 性 质 . 

定理 1 设 久 是 任意 集合 . : 

，(《1)” 关 观 是 久 的 一 个 Moore 族 ， 则 ( 尖 ， 与 ) 成 为 完备 

井 。 这 时 若 规 定 A 和 后 久 具 有 性 质 p 寺 >AE 状 ， 则 p 是 一 个 染 
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- 包 性 质 ， 
| (2) 关 pb 是 节 的 一 个 闭 包 任 质 ， 人 
-A1ACX, -4 具有 性 夺 半 是 一 个 oore 话 ， 从 而 ( 豚 ，S) 
是 一 个 完备 格 ， 
证 1) 的 军 集 哲 P (XX) 是 完备 格 ， 瓶 P(X). 
由 $4.1 推 论 2 可 知 ， 当 园 是 Moore 族 时 ， (及 ，E) 是 完备 
- 格 。 后 一 论断 显然 成 立 . 
”《2) 由 闭 包 性 质 及 Moore 族 之 定义 知 前 一 论断 成 并 .由 (1) 
“ 知 后 一 断言 正确 . 量 
因此 ， 集 合 大 的 一 个 Moore 族 确定 天 的 一 个 闭 包 性 质 : 反 
之， 区 的 一 个 闭 包 性 质 也 确定 天 的 一 个 Moore 疾 . 
另 一 个 重要 概念 是 闭 包 运算 ， 
所 谓 集 合 人 上 的 一 个 闭 包 运算 是 指定 义 在 天 的 子 集 上 的 
` 算 子 ( 即 耻 的 窜 集 P(X) 到 自身 的 一 个 映 射 )， AmA4， 并 上 且 
- 祷 足 ， 
C1 AESA;(YV AESX) 
C2 AESA;(YAEX) 
C3 大 ASB 则 ASB, (YA,， BSX) 
在 给 定 闭 包 运算 下 ，.A(SXX) 称 作 驴 的 闭 字 集 ， 如 果 
.4A= 4. : 
定理 2 ”给 定 集合 和 的 一 个 闭 包 运算 4 4(4EX)， 
本 0 
(1) 区 的 全 休闲 于, 集 构成 一 个 Moore 族 . 反之 ， 关 的 任 
. 意 一 个 Moore 族 恰 是 怀 在 某 一 闭 包 运算 下 的 闭 子 集 系 
(2) 性 质 “ 和 集合 天 的 子 集 是 闭 的 ”是 一 闭 包 性 质 . 反 
-之 ， 若 pp 是 外 的 一 个 闭 包 人 性质 ， 则 Pp 对 应 了 的 菜 一 闭 包 运算 ; 
-。134 。 


A 是 闭 的 人 ec> 4 共有 性 质 b。 ， 

证 (1) 令 总 = {A1ASXEH8A4= 4A4}、 由 Cl 得 XX 全 了 
三 X， 于 是 下 = 实 G 服 ， 若 Ay€ 对 (YE5)> D= Nn Ay， 风 
DEAdy= A;1y, YryET'. 由 C3 可 和 DC 人 As = 人 ‘4,=D, 
因此 由 C1 得 D=5€E. 故 叶 是 Moore 笑 . 反之 设 头 是 及 
的 Moore 族 ， 对 任意 4SEX， 规 定 4=1n{1B1BE 籽 且 -4c 
怪 }， 则 易 证 4 二 是 一 个 闭 包 运算 ， 并 且 邓 枪 是 该 闭 包 运 
算 下 的 闲 子 集 族 , 

由 (1) 及 定理 1 知 (2) 成 立 . 上 

推论 1 在 给 定 闭 包 运 算 下 ， 集 合 趣 的 全 体 闭 子 集 对 于 
集合 包含 关系 三 成 为 一 个 完备 格 ， 其 中 下 确 界 就 是 集合 的 
交 。 

证 ”外 定 理 1 和 定理 2 直接 可 得 . 量 

闭 包 运算 的 概念 可 推广 到 格 土 来 . 

格 L 到 自身 的 一 个 映射 四 -5 也 做 阅 包 运算 如 果 满 
是 : z 
Cl’ x<xz (VYxED) 
C2 z=X (VxEL) 
C3 车 x 志 y， 则 Zp,，(Yx，y EL)，. 
当 x = 时 ， 则 称 x 是 的 阔 元 素 . 

定理 3 设 xm>7 是 格 L 的 闭 包 运算 ，S 表 示 上 的 全 体 闭 元 
过 组 成 的 集合 ， 则 

(1)S( 作 为 的 于 偏 序 集 ) 是 一 个 客 ， 其 中 任意 两 个 元 
素 在 客 S 中 的 下 确 界 同 在 LL 中 的 下 确 界 一 致 . 

(2) 帮 上 是 完备 格 ， 则 S 也 县 完备 格 ， 其 中 S 的 任意 于 集 
得 格 5 中 的 下 确 界 同 在 过 中 的 下 确 界 一 致 ， 
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证 (1) 设 $S 坪 2, 者 %， yEJ， 则 xm=zZ y=y. 上 由 : 
1 及 C3/ 得 x 八 y= x 八 y ES， 于 是 * 八 y 也 是 x%，Jy 在 3 中 
Zoo 男 一 方面 ， 由 C2/ 知 xVy E55， 并且 x=# 专 
xVy，y= 了 XVYy . 因此 xVy 是 x，y 在 S 内 的 一 个 上 
和 卉 。 若 a SR y 在 3 内 的 任意 一 个 上 乔 ， 则 %* 志 a，y 志 a 
有 目 a=a. 于 是 XVy 三 a， 从 而 Xx*Vy 三 #=a。 因 此 xVy 是 
x%s》 在 S 内 的 最 小 上 界 , 故 S 是 一 个 烙 ， 其 中 下 确 界 同 工 中 的 
下 确 窜 一 致 ， 

(2) 由 (1) 知 $ 是 格 , 若 ASS,.A 二 名 . 念 (1) 可 证 八 A 是 
A 在 S 内 的 下 确 界 , VA 是 4 在 S 内 的 上 确 界 ,因此 S$ 是 完备 格 .入 

注 ”上述 定理 中 的 格 未 必 是 格 上 的 于 格 ， 

下 面 讨论 拓扑 空间 的 闭 集 系 ( 见 § 3.6). 

定理 4 设 了 是 集合 和 XX 上 的 一 个 拓扑 ， 则 

(1) 闭 集 系 .7F 是 一 个 Moore 族 ; z 

(2)Ai-»>A( 即 4 的 闭 包 ) 是 互 上 的 闭 包 运算 ， 并 且 
满足 AUB =AUB(YVA, BSAX). 

证 (1) 由 定义 显然 ， 

(2) 对 任意 ACSX，,， 显然 AEA4A. 若 BE 由 闭 包 定义 

马 证 4SED 当 且 仅 当 4S 了 8， 因此 4= 了 若 4ED， 显 然 4S 
8. 故 4m 有 4 是 闭 包 运算 . 由 于 有 4,，BE9， 因 此 A4UBE 
了 7， 则 A4UB = 4UB. 另 一 方面 4UBSAUB, 于 是 
AUBS AUB =AU BE AUB. 故 AUB = AUB. EE 

推论 2 ”拓扑 空间 (X，.*) 的 全 体 闭 集 系 ( 开 集 系 ) 关于 

集合 包含 关系 写成 为 一 个 完备 的 分 配 格 ， 其 中 的 下 确 乔 (上 . 
确 界 ) 就 是 集合 的 交 ( 集 全 的 并 ). 

证 由 定理 3 知 半 及 系 9 关于 入 合 包 含 关 系 是 完 着 
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烙 ， 并 且 下 确 界 就 是 集合 的 交 . 由 定理 4 (2) 又 知 .9 是 从 的 
禾 集 格 已 (全 ) 的 子 格 ， 从 而 .9 是 分 配 格 。 对偶 地 可 证 全 体 开 
集 系 也 是 一 个 完备 的 分 配 格 ， 并 且 其 上 确 界 就 是 集合 的 并 . 重 

拓扑 空 空间 (了 六 ， 久 了) 则 做 了 T~ 室 间 ， 如 果 对 任意 x，yE€ 
和， 志 { (x} = = 《yy} 可 推 得 x = y， 

有 限 的 7 oo- 空间 同 有 限 仿 序 集 之 加 存在 一 一 对 应 . 

定理 5 设 人 是 一 个 有 限 集 . 

(1) 若 委 是 江上 的 偏 序 关系 ，. 天 表示 芭 的 全 体 MM- 六子 
集 ( 见 8$2.5) 组 成 的 焦 ， 则 (全 ，. 半 ) 是 一 个 2- 空间， 并且 
p<qe> pE {gq} (Vp, q€EX). 

(2) 符 .9 是 从 上 的 一 个 了 -拓扑 ， 在 上 中 如 下 定义 二 
元 关系 迄 ，bs 和 de> pE {gq} (Vp，q EE 了 )， 则 志 是 了 上 的 
偏 序 关 系 ， 并 且 . 恰 是 全 体 导 - 闭 子 集 族 。 

(3) 计 上 的 全 体 偏 序 关 系 同人 上 全 体 T 了 To 一 拓扑 之 间 ， 存 
在 着 一 一 对 应 ， | / 

证 (1) 由 $2.5 定 理 2 知 六 =MM(X) 是 六 上 的 一 个 拓 
扑 ， 若 康生 ， 易 见 

A=NMNM{B!IBEFTHASCSB}:= Uy (oj, 


由 此 可 知 p 和 9< 拓 >b € {gq} (VY p,，g€X). 

(2) 设 (XX， 儿 ) 是 Te 空间 . 显然 p E{p} ， 因此 
pp(V PEX). pallacp, 则 pE {gq}s,g €{p} .由 
此 可 得 {p} = {qj, 于 是 p=q. 车 p<q，g<r， 则 ppE€ 
{9}，4&€ {7}， 因 而 p € i- {r} ， 见 p<r、 故 和 是 邯 

上 的 偏 序 关系 . 对 任意 4SX，( 注 意 4 是 有 限 集 )， 易 证 4 
是 MM- 闭 子 集 <<>A= Us (a] = U {a} {a} <> -4 是 闭 案 . 
由 (1)，(2) 可 得 (3). 
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练 习 

1. 举 例 说 明 集 合 瑟 的 Moore 族 骤 未 必 是 圭 集 格 已 (已 ) 的 ! 
子 格 。 

2. 利 用 本 节 结 果 证 明 ， 

(1) 格 上 的 全 体 子 格 ( 理 想 ) 关 于 集合 包含 关系 E 成 为 
完备 格 ; 

(2) 群 G 的 全 体 子 群 (不 变 子 群 ) 关 于 集合 包含 关系 弓 : 
成 为 完备 格 . 


$4.4 配 极 与 Galois 联 络 


本 刷 讨 论 如 何 由 两 个 集合 间 的 二 元 关系 导出 两 个 完备 格 - 
闻 的 对 偶 同 构 . 

设 p 是 集合 7 与 集合 V 间 的 一 个 二 元 关系 ，XSs7 YEJ.. 
A | 
X*= {y|yE€EJ, Bxpy, VxEX}. 
Y= {x|x€El, Hxpy, VyEY). 
并 称 X* 是 承 的 极 ，Y* 是 了 的 极 ， 

定理 1 在 上 述 假 设 下 ， 

(1) 求 “ 极 " 满 足下 述 性 质 ， 

1 奉 汪 IE 人 则 Xi 二 TY TEST) 

DVS, YOY,*y (YY, YE) 

i XSAN):, YE(YVIN VXED YED 
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iv) ((XH) t= XE (V1)*)+=Y?* 
(VY XEI, YS) 

(2) 映射 羡 >(X*)+ 和 YEP (Y+)* 分 别 是 集合 1 与 J 上 的 闲 
包 运 算 ， 并 且 XH>X* 和 YFP3Y* 分 别 是 1，J (在 上 述 闭 包 运 算 
下 ) 的 闭 子 集 完备 格 (§ 4. 3 推论 1 ) 间 互 逆 的 对 偶 同 构 . 

证 ” (1) 由 定义 知 ) 一 iii) 显然 成 立 ， 设 SI, YJ 
由 i) 知 六 SS(X*)+，YC(Y+)*， 由 二 ) 可 得 
/ XO((XE)T)*, YEO(Y))T., 
但 由 iii))，X*CSCCX*)+)*，Y+CCY1)*)+。 克 

((X*)+)* = X*, ((Y+) 头 ) + = y+, 

民 ) iv) 成 立 . 

(2) 由 (1) 易 证 Km (与 了 YF*(z)* 都 是 闭 包 运算 ， 
和 且 在 此 闭 包 运算 下 ， 了 的 闭 子 集 峭 形 如 Y (7 千 几 ，J 的 闭 子 
集 骨 形 如 X* (JD) 。 由 让 及 iv) 知 XX* 与 YY 了 + 是 1,， J 
的 闭 子 集 完备 格 之 间 互 逆 的 对 偶 同 构 . 里 z 

上 述 对 偶 同 构 也 叫做 配 极 、 这 是 因为 它 推广 了 解析 几何 
中 “ 极 " 间 的 对 偶 同 构 . 

推论 1 在 上 述 定理 1 中 ， 若 T= J 并 且 p 是 对 称 的 ， 则 
六 *=X*(VXCJT)， 并 且 X5X* 是 闭 子 集 完备 格 的 一 个 对 
合 对 应 ， 即 对 于 7 的 闭 子 集 水 ， 了 有 

(1) (X*)*= XX, : 

(2) (XA = XVY*, (KVY*= XAY*. 
若 p 还 是 反 自 反 的 (如 不 存在 x E17 适合 xp% 但 对 所 有 x 关 y。 
Xp07y)， 则 请 足 

(3) XANX*= OG, XVX*=I 

证 ”由 定理 1 知 (1)、(2) 成 立 ， 车 p 还 是 反 自 反 的 ， 则 
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i ; 更 


X*= {y1yET Hxpy, VxEX} 
= {y|yE€EI-X}. 

即 Xx* = 了 -三 ， 因 此 XANAX*# = 名 ， 由 (1)，(2) 得 

和 XVX*=1. 

例 1 令 1=J 是 任意 环 ，xpy 当 且 仅 当 xy = 0， 则 X “是 
右 型 想 ，。 人 人 是 左 理想 ， 

例 2 令 4= (是 0xn 队 舌 奇 嘲 方 阵 对 于 n 维 射影 空 、 
(7 的 两 个 天 量 5= (Xo Xi XO) 人 及 = (yy1 “0", 
ys)， 定义 : gpne> Boy,- 0， 则 7 的 “ 闭 子 集 ? 是 它 的 
点 .直线 .平面 及 其 它 它 子 空间 . 若 对 是 这 样 的 子 空间 ， 则 XX 
就 是 在 古典 几何 意义 下 ， 放 关于 原点 0 的 “ 极 ”. 

例 3 设 / 为 任意 集合 。 令 xpy 志 > X 关 y， 则 推论 1 中 
(1) 一 (3) 成 立 ，7 的 每 一 个 子 集 都 是 闭 的 。 对 合 对 应 XX 
把 每 个 子 集 么 变 成 它 在 7 中 的 补 集 ( 即 X = 了 一 全) ， 

上 面 的 方法 可 以 推广 到 偏 序 集 上 . 

设 P，Q 是 两 个 偏 序 集 ， 有 映射 

pgp: P—>0 三 $;: Q—>P 
XxX->x* yy 
加 做 一 个 Galois 联 络 ， 如 果 满 足 ; 

(1) 着 xi 所 x。， 风 x * 守 xo*; (VX x» EP) 

(2) 潜 Y1 夺 y29 则 y 1 过 ya (Vy 2 EQ) 

(3)xX 委 (人 ) YE(Y)*, (VXxEDP, yEQ). 

由 定义 直 搂 可 得 ， 在 上 述 Galois 联 络 下 ， 有 

《4) (2 ) = Xx, (yy )*)* = yt, (VxEP,yEQ). 

面 给 出 与 上 述 定义 等 价 的 条 件 . 
定理 2 设 P，Q 是 两 个 偏 序 集 ， 则 映射 ， 
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9: PQ 与 办 QQ 一 二 


x yy” 
是 一 个 Galois 联 络 ， 当 且 仅 当 对 任意 a€E 了 及 bEQ， 有 
: b<a*<>a<b". (*) 。 


证 设 wg,，y 是 一 个 Galois 联络，aE€EP,， bEQ. 大 
ba， 则 (a*)+ 寺 6+， 于 是 a (a*)+* 志 b+， 同 理 若 a 志 b”， 
则 有 5 和 a，。 玖 (90) 成立。 反之， 设 条 件 (*) 成 并 .大 x*EP，, 
y》EQ， 则 由 x* 志 x* 得 x 志 (x*)*， 同 理 y(y*)*。 若 2 入 2 
(x1s Xa EP) ,由 刚 证 得 的 结果 知 xs 入 (xa%) + 于 是 xi< (xa*) 
由 (*) 得 xx# 委 xi*. 回 理 , 若 力 委 yo(yyscEQ) , 则 7y。， < 委 y . 
故 p，Y 是 一 个 Galois 联 络 . 入 

两 个 格 闻 的 Galois 联 络 可 以 各 自 导出 一 个 闭 包 运算 . 

定理 5 设 L，M 是 两 个 格 ， g: L——>M (x—>x*) 与 
9，M 一 >L (yHy+) 是 一 个 Galois 联 络 ， 风 
(了 DD) 映 射 x 忆 (x*) 与 yF (2 ")* 分 别 是 属 上 与 加 的 闭 包 运 
算 ; 

(2) 上 映射 xFx* 与 yF*3y+ 是 工 与 1 的 闭 元 素 格 (84.3 定 理 
3) 间 的 互 关 对偶 同 构 ! 

(3) 阁 LL， 以 都 是 完备 格 ， 则 (2) 中 的 映射 是 L，MM 的 团 
元 素 完 备 格 间 的 互 逆 对 偶 同 构 ， 并 且 对 工 的 任意 闭 元 素 子 集 
及 M 的 闭 元 素 子 集 B8， 均 有 

: (A2)* = V ， (VX)* = AX 3 
(人 9)+ = Vy: , A/y)+ = Ay:. 

证 (1) 由 Galois 联 络 的 定义 和 格 的 闭 包 运算 的 定 x | 
《4.3)， 结 论 显然 成 立 . 

(2) ”由 $4.3 定 理 8 知 在 上 述 闭 包 运算 下 ， 工 ，M 的 陆 
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元 素 集 是 格 ， 由 Galois 联 络 定义 中 的 条 件 (1)， (2) 及 (4) 易 
见 映射 xi>x* 与 y=*y* 是 互 逆 的 对 偶 同 构 ， 

(3) 大 LL，MM 是 完备 格 ， 则 相应 的 闭 元 素 格 也 是 完备 格 ， 
且 L(M) 的 闭 元 素 皆 形 如 y+ (x*) . 兰 4 足 二 的 闭 元 素 子 集 , 易 
见 

(人 xX) *> Vx*, 
车 a* (a EL) 是 M 中 一 闭 元 素 ， 且 ao* 之 x* (VxEA4)， 则 有 
(ax)+<< (x+ =X (VYxEA), 
于 是 (o*) 委 人 x。 由 此 得 
人) 
PN 
同 理 证 其 余 诸 式 成 立 ， 量 
在 上 述 定理 的 假设 下 ， 对 于 任意 XX 全 L，YCSCM,， 记 
X*= {x* |xEX}, Y*= {y'|yEY}. 
易 证 下 述 结果 ， 

推论 2 在 定理 3 的 条 件 下 ， 

(1) 对 任意 X，AE 工 及 了 7 了 EM，(=1 2)， 有 

i) 若 蕊 己 针 ， 则 X* 二 印 ,*， 

ii) 若 了 YY,。， 则 YJ*+ 写 Y,*， 

iii) XE(X)+, VE(Yt), 

iy) (CX XY, VOR)+r=Y+t, 

(2) 映射 五 ，(Xs) + 与 FE (VY1)* 分 别 是 集合 L 和 MM 上 的 闭 
包 运 算 ; / 

(3) 映射 Xr 斑 和 * 与 YF 了 ?给 出 了 上 与 计 ( 在 上 述 闭 包 运 算 
下 ) 的 闭 子 集 完 备 格 (§ 4.3 推 论 1 ) 间 的 互 逆 对 偶 同 构 ， 

证 有 明 留 作 练 习 . 目 
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偏 序 集 P 与 Q 的 Galois 联络 pg: P 一 >Q(xPx) 及 几 : 
Q 一 >P(y 忆 y+) 称 为 对 称 的 ， 如 果 P=Q， 并 且 g =y. (这 时 
称 之 为 P 上 的 对 称 Galois 联 络 ) 
推论 5 设 p xPx* 是 格 L 上 的 对 称 Galois 联络 ， 则 对 
L 的 任意 闭 子 集 XY， 有 
(XAY)*= XVY*, (XVY)*= X*AY?. 
证 由 推论 2 直接 可 得 . 和 


练 村 
1. 证 明 本 节 推 论 2. 
2. 在 定理 1(2) 中 ， 设 和 ， 如 是 7 的 闭 子 集 . 证 朋 ， 
XI 八 X, = X(N Xs 
AI YA， 一 (X11™ 六 ,“) 三 AU 人 ,. 
3. 设 S 是 有 0 的 交 半 格 ，aES. 若 集 合 {x | xE5S， 且 
x 人 a= O} 有 最 大 元 4， 则 称 a* 是 a 的 一 个 仍 补 . 若 S 中 任 
意 元 都 有 伪 补 ， 则 称 S 是 伪 补 交 半 格 . 证 明 ， 在 一 个 伪 补 交 
半 格 S 中 ， 求 伪 补 amPa* 是 一 个 对 称 Galois 耿 络 . 


$4. 5 技 切 割 的 完备 化 


Dedekind 的 实数 分 割 理论 可 以 推广 到 偏 序 集 上 来 . 
设 (P, 志 ) 是 一 个 偏 序 集 ,A,B 是 P 的 两 个 子 集 . 如 果 满 足 
(1)a<b, VaE€EA, bEB; 
(2) 帮 Xx 所 5， YbEB， 则 x € 4; 
(3) 帮 a 三 x， Va€A， 则 xEB; . 
则 称 4， 妃 是 书 的 一 个 切 各 ,4 叫做 下 类 ， 呈 叫做 上 类 . 
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利用 $ 2.3 引 用 的 符号 ， 容 易 证 明 以 下 

定理 1 若 4， 万 是 偏 序 集 ( 己 ， 返 ) 的 两 个 子 集 ， 则 下 述 
条件 等 价 ， 

” “(1) 4，B 是 P 的 一 个 切割 ， 

(2) A= MB, B= M.A4; 

(3) A= MM,.A), B= M.,(M.B). 

证 明 留 作 练 习 . 上 

显然 ， 一 个 切割 完全 由 下 类 所 确定 .因此 我 们 就 称 下 类 
.4 为 也 的 一 个 切割 . 

洛 用 p 表 示 偏 序 关 系 委 ( 即 xpoy< 和 >x<y)， 利 用 》4.4 
欧 符 号 ， 对 任意 A4 己 P， 显 然 有 

A*=M,.4, A* = M,A. 
” 匠 别 地 ， 汇 于 a EP， 有 
{a}* = M,{a} =[a), {a}* = M,{a} = (al. 

推论 1 设 己 是 任意 铺 序 集 ， 4 是 性 的 子 集 ， a€Eb, 出 ] 

(1) 4 是 P 的 切割 寺 >A= (4A%)*( 即 A4= M,(M,A)); 

(2) 团 截 段 (Qj 是 PP 的 一 个 切割 ， 

(3) 若 .A,(iE7) 是 P 的 切割 ， 则 1 4: 尔 浴 . 

证 由 84.4 定 理 1 及 本 市 定理 1 知 (1)，(3) 成 立 . 若 
aEP， 则 {qa}* = (ca]， 由 此 知 (c] = ((aj*)+， 故 (gq 是 P 的 切 
荐 ， 于 是 (2) 成 立 . 四 

若 记 乡 (P) 为 偏 序 集 P 的 所 有 切割 组 成 的 集合 ， 记 @@ (PP) 
为 P 的 所 有 闭 截 段 组 成 的 集合 ， 即 
2P) = {4 ACSP, HA= (A*)*} » 

DP)= {(al| a€EP}, 
则 有 下 述 
tp 144.。 


a TAC rep -eA “Eh rr pH i HE Pt - : 


定理 2 设 (P， 到 ) 是 任意 偏 序 集 ， 则 

(1)2(P) 关 于 集合 包含 关系 三 成 为 完备 格 ! 
(BP) Sg (P) ,并 且 映 射 psam(al 是 P 到 BCP) (作为 
(PP) 的 于 偏 序 集 ) 上 的 序 同 构 ,并 且 保持 下 确 界 ( 当 存 在 时 )。 

(3) 忆 可 ( 序 同 构 ) 嵌 人 到 一 个 完备 格 中 ,并 且 保 持 上 确 界 
与 下 确 界 ( 当 存在 时 ). 

证 〈1) 由 推论 1 知 4E2(P) 当 且 仅 当 4 是 在 8 4.4 
定理 1 意义 下 的 闭 子 集 ， 因 此 (名 (P)， 己 ) 是 完备 格 . 

(2) 由 推论 1 知 P(P)Sz(P). 显然 p 是 双 射 ， 并 且 
对 任意 x，yEP,， x 二 y 寺 >p(X) = (x 三 (人 =p()， 因 此 
p 是 序 同 构 ， 设 A 三 P， 八 A= x 存在 ， 则 Xx 志 a(Y a€ .4). 于 : 
是 g(x) Sy (a) (VY a€ A), 即 p (x) SN glo). 基 b E N 2(o) ， 
则 bpEo(o) = (cl(VaE 妇 .由 此 可 得 6< 人 4=x， 从 而 
pcE(Xj=O(CX)， 故 D( 人 4) = 9 (x) = Ng(o). 

(3) 由 (2) 知 映射 p，ary (a] 将 了 嵌入 完备 格 2 (P) 中 ， 
并 且 保 持 下 确 春 , 知 ASP， 且 x=VYVA 存 在 ， 则 a 志 x (VY 
gE4)， 从 而 gp (qa) Sp(x) (Ya€E DD， 即 gp (x) 是 {fo(a) | a€ 
A} 的 一 个 上 界 . 车 BE (P) 使 p(o)SEBDCV a€ A)， 则 易 
见 4SB， 因 此 由 $2.3 推 论 1 及 $ 4.4 定 理 1 知 {x} = (A*)+ 
CC(B*)+=B， 二 是 p (x) = (x]SB, 故 p (Xx) 是 {9(o) | aE€ 
A} 的 上 确 界 ， 即 p(V4) =V {gp(o) | a€ A} ， 大 此 gp 也 保 
持 上 确 界 . 是 上 

称 上 述 完 溃 格 (了 ) 为 偏 序 集 P 按 切割 的 完备 化 . 

设 A 是 格 工 的 理想 ， 若 A= (4A*)"( 即 A 是 上 的 一 个 切 
害 )， 则 称 .A 为 L 的 一 个 闲 理 想 . | 

推论 2 设 L 是 任意 客 ， 则 
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(1 可 辣 构 嵌 和 人 完备 格 .2(P) 中 ， 

(2) 工 是 完备 格 所 > 工 的 每 一 个 闭 理想 是 主 理想 . 

证 (〈1) 显 然 . 下 证 (2) . 设 志 的 任意 闭 理 想 是 主 理 想 . 任 
取 ACL， 则 (4*) + 是 上 的 闭 理 想 , 因 此 存在 a ELI, 使 得 (4*)?* 
= (adJ. 由 于 ASG(A*)*， 所 以 a 是 A 的 上 界 . 若 b EL 是 A 的 任 
党 上 界 ， 则 5EA*， 由 于 a€ (A*)*+， 因此 a 志 5， 故 a 是 4 
的 上 确 界 .由 8$4.1 定 理 1 知 世 是 完备 格 . 

到 之， 若 艺 是 完备 格 ，4='(4#) “是 二 的 闭 理 想 . 令 
Ga=V4， 则 4= (A*)+ = (oj 是 主 理想 . 内 

设 偏 序 集 (D， 志 ) 是 有 向 集 ($ 2.3 练 习 5). 令 : 
2 (也 ) - {名 }， 当 DD 无 零 元 时 


Z*(D) -| 
/ / 多 (D) -1D}， 当 D 无 单位 元 时 
则 有 : 

推论 3 若 偏 序 集 (D， 志 <) 是 有 向 集 ， 则 2*(D) 关 于 集 
合 包 侣 关系 三 成 为 条 件 备 格 . 
证 明 馈 作 练 习 . 时 
称 上 述 条 件 备 格 .2*(D) 为 有 向 集 刀 的 条 件 备 化 . 


练 习 
1. 补 证 定理 1. 
2. 画 出 图 4.5.1 表 示 的 偏 序 集 Pe 按 切割 完 


” 备 化 的 示 图 . 
3. 证 明 本 节 推 论 3. 
4. 若 是 模 格 ( 分 配 格 )， 能 否 断 定 按 切割 


P， ”的 完备 化 多 (L) 还 是 模 格 (分 配 格 )? 试 举 例 说 
图 4.5.1 明 ， 


第 五 章 “ 模 格 与 半 模 格 


本 章 首先 讨论 了 半 模 格 的 性 质 (8 5.1) 、 模 对 (8 5.2) 及 
M- 独 立 性 (3 5.3)， 接 着 进一步 研究 了 模 格 的 性 质 ($ 5.4)、 
Dedekind 转 置 原则 及 JHS 定 理 (85.5)， 最 后 讨论 了 模 格 中 


元 佘 的 网 约 分 解 (3 5.6). 


$35.1 半 模 格 


在 $$ 2.4 中 我 们 曾 定 义 了 上 (下 ) 半 神 偏 序 集 . 

一 个 格 ( 工 ， 扫 ) 称 为 上 半 模 格 (简称 半 模 格 )， 如 果 作 为 
-篇 序 集 L 是 上 半 模 的 ， 即 对 于 任意 a9，585EL 上 ，a 关 65， 满足 条 
- 件 

(o) 若 存在 cEL 使 a。，6 同 时 覆盖 ce， 则 存在 dE€IK， 使 d 
.同时 覆盖 c 与 6. 

对 偶 地 可 定义 下 半 模 格 . 

下 面 给 出 上 半 模 格 的 等 价 条 件 . 

定理 1 设 (L， 到 ) 是 任意 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 : 

(1) 了 是 上 半 模 格 ; 

(2) 若 c，5 同 时 覆盖 c(o，D，c E 工 ， ozb), 则 av 同 时 
:覆盖 ac 与 2 
(3) 若 c，2 辣 时 覆盖 co 人 bc， bEL, sb) 则 aV6 疗 
“时 徐 盖 o 与 5.。 
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证 (1) 二 (2) 二 (3) 显 然 。 若 (3) 成 立 ， 并 设 o。，6b 同 时 虱 
盖 c(o，6，cEL，a*b)， 易 证 c=o 人 6. 于 是 4=aVb 同 时 
盖 a 与 ， 故 (3) 二 (1) 成 立 . 目 
例 1 设 F 是 任意 域 ，n 为 自然 数 ， 则 Fbn 维 仿 射 空间 的 
所 有 子 空间 集合 4(F，n) 依 集 合 包 含 关 系 是 一 个 上 半 模 格 ， 
图 5.1.1 是 4(Z,，2) 的 示 图 . 其 中 2, 是 含 2 个 元 素 的 案 - 
域 . : 


EADS , 
(8) ¢b) 


: A(Z,,2) 


图 5.1.1 图 5.1.2 

例 2 设 $ 是 n 元 集合 ，z, 表 示 S 上 所 有 等 价 关系 ( 即 的 : 
分 类 ) 组 成 的 集合 。 对 于 p，r Er。， 规 定 p 委 rzr 拓 >xpy 列 肖 . 
xTy， 则 zx, 是 长 为 x- 1 的 上 半 模 格 ， 其 中 z 履 羡 P 拓 >z (的 
分 类 ) 是 经 p (的 分 类 ) 合 并 其 中 两 个 等 价 类 而 得 到 ， 

一 般 地 ， 一 个 上 半 横 格 未 必 是 下 半 模 格 ， 反 之 亦 然 . 一 
个 上 (下 ) 半 模 格 的 子 格 未 必 是 上 (下 ) 半 模 格 ， 例 如 图 5.1.2 
给 出 这 样 的 例子 ， 其 中 (a) 表示 的 格 是 上 半 模 格 但 非 下 半 模 
恪 ， (b) 表示 的 是 下 半 模 格 但 非 上 半 模 格 . 二 者 都 包含 一 个 
子 格 既 不 是 上 半 模 的 ， 又 不 是 下 半 楼 的 (读者 自己 找 出 ) . 

作为 $ 2.4 定 理 4 的 直接 推论 可 知 ， 任 何 有 限 长 的 上 
(下 ) 半 模 格 满足 Jordan-Dedekind 链 条 件 ， 这 里 可 以 去 捧 
“有 限 长 ”的 条 件 ， 并 且 证 明 亦 可 篇 化 . | 

定理 2 ”任何 上 (下 ) 半 模 格 满足 J-D 链 条 件 ， . 


4 8 -二 


证 设 L 是 上 半 模 格 ,，a, bEL，a<b，4， B 是 连接 
a，b 的 两 个 有 限 极 大 链 ， 
A: a=x,AX1A AX, = 0 
B: a=y,Ay1A"" Ays=0. 
对 链 4 的 长 "使 用 归纳 法 . 
当 n =0 或 n= 1 时 ， 结 论 显 然 成 立 ， 
设 ?>1， 并 假定 对 于 4 的 长 小 于 "时 绽 论 已 经 成 立 . 不 
访 也 假定 ml1. 若 x1=y， 则 由 归纳 假设 可 内 %-1= 
抽 一 1， 从 而 n=m。， 结 论 成 立 ， 若 x1 关 y1， 由 于 上 是 上 半 模 
格 ， 且 x2， 分 同时 覆盖 o， 于 是 有 后 全 Yo 
< 定理 1). 令 
Za+1 = Xa VY! z b | z 
(R=2, 3, ee, 1 一 1), xn、 Pa, / 
则 有 zz 和 2 之 … 委 2 = 5， 四 AM ~ 1 
并 且 z+i 至 多 覆盖 z，(R=2，3， 2 ~ 
71 一 1) ,因此 可 以 得 到 连接 z，， <、 z / 


2 21 
5 的 一 个 有 限 极 大 链 : 1 
22 = 2Z20 ~ 221 < 2 = 0. X1 yi .| 
十 是 得 到 下 述 有 限 极 大 链 ( 图 “ 
9 .1.3); : 图 5.1.3 


A 3 到 2 到 一 Xp 

Ass X122A221 -A221 = 0, 

Bs y:AyeAys A yn = bs 

B,: y1-<224221 A" 2 = b, 
其 中 41，B, 的 长 分 别 为 % 一 4， 一 13A;, Bs 的 长 为 i+1。 由 
肖 纳 假设 得 n-1=i+1=m-1， 即 n=m， 故 结论 对 于 4 也 成 
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同 理 证 下 半 模 格 也 满足 了 -TD 链 条件 . 量 
推论 1 ” 设 忆 是 有 界 有 限 长 的 上 半 模 烙 ，c，pb cc 是 二 的 
年 意 元 . : 
(1) 和 在 c 委 8 委 ce， 则 1(c/c) = 1(c/65) +1(6/9); 
(2)1 (coVp/a) +1(a/a 人 0) =1(aVb/b) + 1 9 : 
(1(oVb/mD Ib/aeN\D). z 
证 只 证 (3)， 其 余 留 作 练 习 . 
对 I (6/aN6) = 幼 使 用 归纳 法 , 若 m = 0 ,结论 屡 然 成 立 . 车 
m 二 1， 则 5 竹 瘟 a 八 68， 不 妨 设 o 八 5 之 a， 并 且 设 
aN\b=xo<AxiA'" AX, = 
是 连接 a 八 6，a 的 有 限 极 大 涟 。 令 
Ya yi=XVb TI=0，1 2 ，…，7 显然 yo 
$y， =6,ys=aVb ( 见 图 5.1.4) .由 于 工 是 上 半 
了 y，” 模 格 , 易 证 y+ 同时 覆盖 x,,: 和 y,(i=0, 1， 
~ p28 一 1) .特别 ， ys = 二 GVO 和 履 六 x, = a. 
因此 1(aV6b/9@) = 1 =1(b/a 八 6)， 即 m=1 
aAb 时 结论 成 立 . 
图 5.1.4 设 m>>1， 且 假定 1(8/aN 人 D) 委 -1 
时 结论 已 经 成 立 。 当 1(6/a 信 0) =m 时 ， 任 意 取 定 cEZL， 使 
a 人 0<c<2. 显然 有 
< 生 gYVc 委 CVD= (aVe) Vb. 
GO 人 bb = 人 c<c 委 (ccVc) 人 5 到， 
其 中 
Ice/a 人 Ne) =I1(c/a/\b) <m, 1(b/ (aVe) Ab) ELIb/) <m, : 
出 归纳 假设 知 
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由 (1) 得 


l(aVc/a) <I(c/a/\0), 
1(aVb/aVc) <I(b/ (aVce)AN\Db) 


i(aVb/a) =1(aVc/a) ti(aVb/aVoe) <i(c/a/\b) 
+1(6b/(aVe)Ab) l(c/aAN\ 6b) +i(b/cy 
=1(b/aAN\b)., 


因此 当 /(2/cN 和 AD) = m 时 ， 结 论 成 立 , 四 


有 


推论 2 在 有 界 有 限 长 的 上 半 模 阁 中 ， 对 任意 元 素 a,6， 


1(a Vb/oa) _1(6/aN\b) =l(aVb/b) -l(a/a/N\D)<O0 
证 由 推论 1 直接 可 得 . 自 
利用 上 述 结果 可 以 进一步 刻 划 有 限 长 的 上 半 模 格 ， 
定理 5 设 志 是 有 限 长 的 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 : 

(1) 上 是 上 半 模 格 ， 

(2) 上 满足 J-D 链 条 件 及 维 数 不 等 式 : 

h(x/A\y) th(x Vy) h(x) +h(y), VYx, yEL. 
(3) 对 任意 x，yEZL， 若 x 履 盖 x 八 y。 则 x Vy 履 盖 y。 
证 〈1) 之 (2)。 设 过 是 上 半 模 属 ， 由 定理 2 知 上 满足 I-D 


链条 件 . 若 x，yE 工 ， 由 推论 :得 


h(x\Vy) -h(x) =1(xVy/x) < 委 1(y/XANy) 
=h(y) — h(x/AN yy). 


移 项 即 HGXAYy) + h(x Vy) h(x) +h(y). 


(2) 过 (3)。 设 (2) 成 立 ， 由 $2.4 定理 3 知 L 被 高 度 函 数 


有 所 分 次 .车 x 烤 盖 x 八 y; 则 h(x) =h(x 八 y) +1. 出 (2) 中 维 数 
不 等 式 得 h(xVy) 夺 hh(y) +1。 如 果 y=xVy, 则 有 x 八 y=x。 
与 x 履 赣 x 八 y 予 盾 . 因 此 必 有 > 二 xVys 于 是 h(y)< 之 h(xVy)> 
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竺 合 上 面 的 结果 推 得 h(xVy) =j +1。 故 x*Vy 履 盖 y。 

(3) 过 (1) .由 定理 1(3) 显 然 . 外 
推论 5” 设 世 是 有 限 长 的 上 半 模 格 . 
(1) 若 xo 到 xi 到 一 % 是 连接 xo， xs 的 有 限 极 大 链 ， 则 对 
于 任意 acEZeVx < 和 coVX 入 和 caVxs 是 连接 ccVxoyaVxs 
的 有 限 极 大 链 ( 去 掉 重 复 项 ); 

(2) 对 任意 a，pEL， 若 pb 为 原子 ， 则 pa, 或 俏 
-<a\p; 

(3) 若 a，ps,g EL，p，4 为 原子 且 a<aVgqaVYp， 则 
aoVpb=aVg 

(4) 若 p,EIL 是 原 于 (=1，2，…， 攻 ， 则 Pr VP 
VV" “VP < <n, 自 等 号 成 立 当 目 仅 当 ( “VP) A Pir = 
= 1, 2, en— 1). 

证 (1) 只 须 证 明 c Vxisi 至 多 履 盖 oa (=0，1， 
2， ,1 一 1])。 由 于 和 Xt 人 八 (aVx) 委 % 并 且 x1< 
Nit+13 因此 只 有 两 种 可 能 : 或 者 TA (a V1) 一 Xt+19 这 时 
导出 a Vxi= GQ Ver 或 者 Xi41A 八 (a VX) =%， 这 时 导出 
VXAGV N+ 。 

(2) ” 若 p 是 原子 ， 则 OK<p 是 极 大 链 ， 由 (1) 知 a<aVp 
是 极 大 链 ( 除 去 重复 项 )， 因 此 或 4=aVp， 这 时 有 pa; 或 
Qa-<a\Vp. 

(3)” 设 oaVgq<aVpsp,9 为 原子 ， 由 (1) 知 或 pa， 
这 时 a Vp=a， 蔬 盾 ; 或 4<aVp， 故 必 有 aVb=aVga. 

(4) ”对 sn 使 用 归 钠 法 ， 当 n= 1 时 结论 显然 成 这 ,， 设 ?二 
1, 并 且 假 定 原子 的 个 数 少 于 n 时 结论 已 经 成 立 。 对 n 个 原子 ps 
(f=1, 2, °°*,， 7), 令 a= pl Va VVP,-i. 由 (2) 知 或 
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思 ss 和 ca， 或 acoVtbs， 若 加 < 和 ca， 则 coVts=a 于 是 由 归纳 假 
设 得 , 
h(pr Vps VVPs) =h(aVp,) = h(a) <n -1<n. 
若 c 一 eVzb。 则 
h(p Vp VVPs) = h(aVp,) = h(a) +1 
<(n-1)+1=n. 
假若 等 号 成 立 ， 即 有 (加 Vp VVps) =mn， 对 任意 i(i=1> 
2，。%…，1 一 1)， 令 
a= pi Vp Ve Vps b= prri VVp,, 
则 有 h(a) 志 i， 有 (6b) 志 # 一 i，h(a\Vb) =n。 由 定理 8 得 
h(a/N\b) +n= h(aAN\b) + h(aVb) <h(a) +h(b) 
I+ ni)=n, 
由 此 推出 h(a 八 6) = 0， 从 而 a 人 6=O， 于 是 6 信 pini=0Q. 反 
之 ， 帮 (hl Vp VV VP?) 八 pirsi= 0 (i=1, 2,*'**, 1 一 1)， 
出 (2) 可 证 
z pi Vt Ve VbApiVpbs VVDbVbir 
(f=1, 2,，°***, 11—1), 
于 是 得 Ap Vp V** Vps) =n. 蜂 
利用 对 偏 原则 可 得 出 下 半 模 格 的 有 关 结 果 . 


练 可 


1. 证 明 ， 格 的 积 TL 是 上 (下 ) 半 模 格 所 > 每 一 个 工 
(EL) 是 上 (下 ) 半 模 格 . 
2. 证 明 ，- 上 (下 ) 半 模 格 的 四 于 格 是 上 (下 ) 半 模 格 ， 
3. 证明 ， 模 格 一 定 是 上 (下 ) 半 模 格 ， 
《4. 证 明 ， 若 格 L 及 其 子 格 皆 满足 Jordan-Dedekind 链条 
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悍 ， 则 上 是 上 (下 ) 半 模 格 ， 
5. 针 证 推论 1. 


35.2 模 对 


设 上 是 任 泡 格 ， a, bEL, 则 映 对 
Bor XP XVa 及 go IPYANb 
分 别 是 工 的 并 自 同 态 和 交 自 同 态 ， 并 且 . 
ps(L) = [ao)， (ZL) = (6] ( 33.4 定理 8). 
对 任意 xE Lo 和 人 \b, b], yELa, 0GVD]， 显然 有 
W(x) =Xx VaELa, aVob], 
9,(y) = yANbELaoANb, 0 
和 并且 易 证 
(及 -Op 仿 。)(X) =P x) 《0600Oo) Cy) = ps (yy). 
卸 有 下 述 
定理 1 (Schwan 引 理 ) 设 LL 是 任意 格 ，a，bEL， 则 如 
是 从 [a 八 6，65J 到 La，a VYVb] 的 序 同 态 ，9。 是 从 [ce，cV 妇 到 
[co 人 0， 的 的 序 同 态 ， 并 且 满 足 ， 
(1) 在 [ce，aVb 上 ，opoboopy = go 
(2) 在 [ao 八 2p， 站 上 ，VWoopoVgo= 人 。 是 
格 上 中 的 有 序 元 素 对 (a，06) 叫做 一 个 模 对 ， 记 作 aM6b 或 
《ca，pD) M， 如 果 满 足 
(MP) x= (xYVa) 人 0= pps (x), YY x ELaoAb, 6b, 
对 侦 地 ， 称 (4,5) 为 一 个 对 偶 模 对 ， 记 作 oM*6 或 (ga,60)M*， 
如 果 病 足 
~ (MP) y= (》N 人 ao) Vb=,9e(y), YyELD, aVb]. 
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由 定义 可 得 

定理 2 ”对 任意 格 工 及 ago，b5bEGZ， 下 述 条 件 等 价 ， 

(1)aMb; 

(2)fV(aN 作 D) = (GVMANL, YtELHt<L; 

(3)9， [ao 作 0， 站 ->[c，cV 拉 是 单 射 

(4) 0 [ao，aVb-~>[co 人 5，b 是 满 射 。 

证 (1) < 二 > (2). 设 aoMb, 1<6b (EL). 今 x*=tV (AN 
6)， 显 然 %E [ae 人 05， 的 .由 定义 知 x= (xVYa) 八 6， 即 

tV(aAD) = (tV(aA\b) VDAbL= (fVa) 人 4， 
反之 ， 若 (2) 成 立 ， 显然 (MP) 成 立 ， 故 aoMb5。 

(1) 二 > (3). 若 aM6b， 则 由 (MP) 知 gop 是 [ao 八 6,6] 上 
的 但 等 映射 ， 因 此 yp。 是 单 和 时 反之 ， 若 加 是 单 射 ， 由 定理 1 
(2) 知 goy 是 [ce 人 8， 纪 上 的 恒 等 映 射 ， 即 (MP) 成 立 ， 因 此 
CD 

同 理 证 (1) <> (4) 上 

下 述 推 化 是 显然 的 . 

推论 1 和 在 格 L 中 ， 对 任意 ay bEL, 

(1) 车 ag，5b 可 比较 ， 则 aMb; 

(2) 大 6 为 原子 ， 则 aMb， 

(3) 大 aMb,， 有 Ha 人 bc。 则 (a 八 c) M6， aM AN\o). 

证 有 明 留 作 练 习 . 里 

对 偶 地 有 

定理 2′ 在 格 L 中 ， 对 任意 9，4b5 EL， 下 述 条 件 等 价 ， 

(1)aM*b, 

(2)tA (aVb) = (tAa) Vo, Vt>0, TEL 

《3)g。 上 5b，aV6b]->[a 八 b, qj 是 单身 
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(4) 加 ，[co 人 5，ac] 一 [2，cV 人 是 满 射 。 
证 明 留 给 读者 . 自 
推论 2 设 上 是 任意 格 ，oa，6bE€L， 则 下 述 条 件 等 价 : 
(1)aMb HOM ao, : 
, (2) os [a 和 5,65] 一 [a,a'V6] 与 psLasaV6]->Lo 八 6,b1 是 : 
互 逆 的 格 同 构 ， 这 时 有 [a 八 b，6] 关 [a,，aVb].。 

证 由 定理 2 及 定理 2 显然 .和 / 

推论 5 设 L 是 有 限 长 格 且 满足 J-D 链 条 件 。 对 任意 a， 
beéeL, 

(1) 若 aoM6， 则 h(a) +h(6) 志 h(aA\ 6b) + h(a Vb); 

(2) 若 gM*65,， 则 h(a 八 b) + h(aVo) h(a) + ho). 

证 (1) 设 I(b/a 人 6)=n, 0 人 8= xx 一 Xi 《X=Db 
是 连接 c 人 5%， 8 的 极 大 链 (不 妨 设 n 之 1). 若 aMb， 则 yp。 是 单 
射 (定理 2)， 于 是 得 到 一 个 连接 a，aV5 的 长 为 % 的 链 ， 


a= Xo Va<xi Va x, Va=aVob. 
因此 hb) -h(aA bb) =I(b/aA\b) =n 


< (caVp/a) = h(aVo) -h(a). 
于 是 : 
hla) + h(6) Sh(laANb) + h(aVb), 


同 理 证 (2) 成 立 。 量 

由 此 可 得 

定理 5 设 L 是 有 限 长 的 上 半 模 格 ，a，b5 EL， 则 下 述 条 
件 等 价 : 

(1)aM ob, 

(2)bM a 
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(3) h(a) +h(b)=h(aAb) +h(aVb). 
证 由 推论 3 及 $5.1 定 理 3 知 (1) 剖 涵 (3) . 若 (3) 成 立 ， 
而 (1) 不 成 立 ， 由 定理 2 知 %。 不 是 单 射 ， 即 存在 x*，» ELa 八 
8，D]，x 关 3 使 得 xVa= y\Va. 不 妨 设 x 之 y (否则 可 取 
x%*Vy 人 代替 y)， 并 将 其 扩充 成 迷 接 ao 八 bp，b 的 有 限 极 大 链 
: ll: aA\b= XxX, Ax1 A AX, =b, 
其 中 x/=x，x/=y，(0 志 i 过 jn) ， 由 $5.1 推 论 3 知 
i,; a= xo Vox Va Ex, Va=aVb 
是 连接 a，aVb 的 有 限 极 大 链 (去 掉 重 复 项 ) 。 由 于 xeVa= xy 
Va(i)), 因此 /的 长 一 定 小 于 /的 长 . 从 而 
hla\Vb) — h(a) <h(b) -h(aA\b). 
氟 与 (3) 矛 盾 ， 故 (3) 蕴涵 (1). 
同 理 证 (1) 与 (2) 等 价 . 目 
利用 对 偶 原 则 得 
定理 3′ 设 L 是 有 限 长 的 下 半 模 格 ，a，4bEL， 则 下 述 
条 件 等 价 ， 
(1) aM*b, 
(2) bMi*a, 
(3) h(a) +h(b) = h(aAb) +h(aVb). | 
上 (下 ) 半 模 格 是 利用 元 素 的 上 、 下 邻 元 刻 划 的 ,这 对 于 离 
散 型 的 格 才 有 明显 的 直观 意义 . 为 避免 这 种 限制 ， 下 面 引入 
严格 上 (下 ) 半 模 格 的 概念 ， 
设 工 是 一 个 格 ， 落 对 于 任意 c，pD EL， 由 aM6 可 推 出 bM 
0g， 则 称 工 是 严格 上 半 模 格 ， 
对 偶 地 可 定义 严格 下 半 模 格 . 
定理 4 设 世 是 任意 格 。 
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(1) 否 世 是 严格 上 半 模 格 ， 则 过 是 上 半 模 格 ; 

(2) 右 志 是 有 限 长 的 ， 则 过 是 上 半 模 格 拓 > 了 是 严 格 上 半 
模 格 . 
证 〈1) 设 世 是 严格 上 半 模 格 ，a，D 履 盖 a 八 b，(a, bE 
了 ，a 关 p) 、 易 证 YW。: [ao 八 2，D0]->[Ec，aV 的 是 单 射 ， 由 定理 
2 知 aMb， 于 是 6Ma。 假定 cYV2b 不 是 ac 的 上 邻 , 则 存在 1E 乙 ， 
使 过 <aVb. 显然 {Vb=aVb, ，a 八 b 三 t+ 作 bb. 由 于 
a 八 6-《b， 必 有 t 八 6= a 八 b 或 {和信 b =5. 车 t 人 b=a 人 6， 则 be 
[t 八 5b,. 6]>[t，tVb] 是 单身 ,于 是 :M6b6， 从 而 bMt， 由 定理 
2 知 Vs; [it 八 5， ->[6，t VD 是: 单 射 ， 此 与 人 MD=aYvVD 
t 关 a 蔬 慎 。 若 !1 人 8 = 0， 则 bp<5b 工 是 t1=tV=avVp8 与 < 
GVb 蔬 和 盾 . 综 上 所 述 知 a Vb 是 a 的 上 邻 。 同 理 证 a V5 也 是 2 的 
于 邻 ， 故 工 是 上 半 模 格 ， 

(2) 设 L 是 有 限 长 格 ， 只 须 证 上 L 是 上 半 模 
格 蕴 池上 L 是 严格 上 半 模 格 。 这 由 定理 3 直接 
可 得 .上 

一 般 地 ， 上 半 模 格 未 必 是 严格 上 半 模 
格 ， 例 如 图 5.2.1 表 示 的 格 是 上 半 模 格 ， 但 
非 严 格 上 半 模 格 。 其 中 CO<<…<x:<xXi< 了 是 

图 5 无限 链 ， 除 y 以 外 ，O 没 有 上 邻 元 。 显 然 
XiMy， 但 是 推 不 出 yM xi. 

利用 对 偶 原 则 得 

定理 4 设 了 是 任意 格 ， 

(1) 各 是 产 格 下 半 模 格 ， 则 过 是 下 半 模 格 ; 

(2) 各 志 是 有 限 长 的 ， 则 过 是 下 半 模 烙 拓 > 十 严格 下 半 
模 属 .是 
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1. 证 明 推 论 1. | 

2. 设 LL = 上 二 是 格 的 积 。 证明 ， 

(1) (gi:, a) M(B, 6b,) >aiM oi(i = 1, 2); 

(2) 工 是 严格 上 (下 ) 半 模 烙 所 > 了 :是 严格 上 (下 ) 半 模 格 
《i= 1, 2). 

3. 设 LL 是 有 限 长 的 上 半 模 格 ，a，65 EL， 证 月 ， 大 a 是 原 
于， 则 aM 6b. 
4. 不 使 用 对 侦 原 则 ， 直 接 证 明 本 币 定 理 2'、 定 理 3 及 定 
理 4“′ 


$5.3 M- 独 立 性 


在 有 O 的 格 工 中 ， 元 素 列 ql/，a; "an (n 宇 2) 称 为 M- 独 
Zr， 如 果 对 任意 &= 1，2，…， n—1. 均 有 

(1) (a V as V *** Var) Mari, 

(2) (alV as V *** Var)/Narri = 0O. 
特别 地 ， 当 n = 2 于， 也 称 ci 与 cxM- 独 六. 

显然 ， 元 素 列 cl，azs，，…， arM- 独 立 当 且 仅 当 对 任意 
尹 = 1，2，，%…。，1 一 1，aVas VVar-ars1M- 独 辽 ， 

定理 1 在 有 QO 的 格 上 中 ， 

(1) 厂 b1 志 b,c1 志 c, 且 6 与 cM- 狸 立 , 则 2 与 clM- 独 立 ; 
(2) 大 6 与 cM- 独 六 且 a 与 bYVcM~ 独 立 ， 则 aV6b 与 e 
-独立 ， / 

(3) 大 元 素 列 a1，as，"”，an(n 宇 2) M~- 独 立 ， 则 其 子 列 
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O49 Gi ct (1 sn<CP< 2) 也 M~ 独 立 ， 
: 证 (1) 设 0 与 cM- 独 立 ， 则 2Mc， 且 2A 人 c=O。 由 $5.2: 
推论 1 知 5,Mc， 又 因 b. 志 5，c1 ce， 于 是 b,c<bANc=0, 从 
而 bi.M oi, HbAci= 0O, 故 0:， ciM- 独 立 . 
《2) 设 6 与 eM- 独立 ， a 与 5Vc M- 独立 ， 则 2 人 c=O, 
a 八 (0Vc) =O0, 是 bMc，aM(bVc)，. 由 85.2 定理 2 及 模 不 圣 - 
式 知 
b=bV (aA\ (BVe)) = (6bVa A (bYVo) 
>0\V ((bVa)AN\c)>0, 
于 是 6V (l(aVb) 信 c) =bVO=b， 册 $5.2 定 理 2 可 知 
Vs: LobAc, cj—>Lb, bVce] 
是 单 射 ， 因 此 (eVpb) 人 Ac=O. 显然 
pos LaA\ (BVe), bVcl~>La, aVbVc] 
也 是 单 射 ， 由 此 导出 
Wavo:s LlaV6b)Ac, cj—>LaVb, aVbVce] 
也 是 单 射 。 故 (aV5)Mc， 从 而 aV 5 与 eM- 独立 。 
(3) 由 (1) 及 M- 独 立 之 定义 ， 显 然 . 里 
一 般 地 ，M- 独 立 不 具有 对 称 性 (练习 1). 
定理 2 ”者 过 是 有 限 长 的 上 半 模 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 ; 
(1) 元 素 列 qj，as，***，as (5 之 2) M~- 独 立 3 
(2)al az， dx-iM- 狂 立 且 clVazV。Va,-l 与 asM- 独 : 
Y; 
(3)h(aqrVasV "Van) = h(a) + h(as) + ot+ h(an). 
证 由 定义 知 (1) 与 (2) 等 价 。 利用 $5.2 定 理 3 及 归纳 法 
可 证 (1) 比 涵 (3) .假设 (3) 成 立 , 由 $5. 1 定理 3 易 证 对 于 任意 
XtELG=1，2，*…。7?)， 总 有 
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(CiVxsVeVxr)<N(Xi) + h(x) 十 十 用 (Xr) 。 
特别 地 ， 
(liVasVVas)< 扫 jaIVasV…Vans-l) 十 大 (an) 
一 下 ((clV… Van-i) 人 an) 
<<h(a) + h(a,) + e+ h(an) 
—h((arV Van-1) 人 an) 
而 于 
hla) + h(as) + e+ h(an) = h(arVasV Van)， 
故 有 
h((aVas VVan-i) Aan) =0. 
蕙 (GVas VVan-1) Aan = OO, 由 此 导出 
hlarVas VVan) = h(arVasV Van-1) + h(an), 
也 85. 2 定理 3 知 al V…V an-1 与 4xM- 独 立 。 对 ”使 用 归纳 法 可 
证 (1) 成 ,上 
推论 1 在 有 限 长 的 上 半 模 格 中 ， 元 系列 的 M- 独 立 是 对 
称 的 ， 天才 cl， C29 “°°*, arM~ 儿 六， 则 对 和 任意 排列 ， Qt1s 
Qt di 仍然 M- 独 立 。 
证 ”由 定理 2 显然 . 上 
推论 2 ”在 有 限 长 的 上 半 模 格 L 上 中， 车 包 人 = 1，2，，…"， 
4) 是 原子 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) Di 加， …， 加 M- 独 六? 
(2) (piV ps Ve VP) Aprri=O, Vk=1,2, ，…，1 一 1 
(3) 有 (piV pe VV pr) =n. 
证 ”由 §5.2 推 论 1 知 (1) 与 (2) 等 价 。 由 §5.1 推 论 3 知 (2) 
与 (3) 等 价 . 目 
下 面 引 入 独 辽 与 序列 独立 的 概念 。 
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设 工 是 有 0O 的 格 ，a, EL (f=1，2,*,n) .车 对 每 一 个 yy 
(Ts<1<n)， 都 有 (cv…Va-iVaeV…VYVas) 人 ca =0O,， 峙 
称 ci，ca，…，an 独立 (或 为 独立 集 ) ; 若 对 每 一 个 kh(h = 1, 
2，。…*，。7 一 1)， 都 有 (aiVaVv…Va) 人 ol=O， 则 称 as， 
G3，。*…，an 为 序列 独立 ， 

显然 独 了 并 (或 M~- 独 立 ) 一 定 是 序列 独立 ， 反 之 不 真 ( 练 习 
3)， 狸 立 性 是 对 称 的 ， 而 序列 独立 则 不 然 . 独立 与 M- 独 立 
是 无 关 的 (练习 4) 

由 推论 1 与 推论 2 直接 可 得 

推论 5 ”在 有 限 长 上 半 模 格 中 ， 

(1) M- 独 立 一 定 独立 ， 从 而 序列 独立 ， 

(2) 对 于 原子 元 而 言 ，M- 独 立 、 独 立 与 序列 独立 三 者 彼 
此 等 价 。 首 

设 上 是 有 限 长 格 ，XX 是 一 些 原子 组 成 的 集合 。 称 XX 的 上 
确 天 VX( 一 定 存 在 ) 的 维 数 为 了 的 鞭 ， 记 作 r(X)。 即 r(X) = 
h(VX). 

定理 5 设 工 是 有 限 长 上 半 模 格 ， 

(DD) 工 中 任何 原 于 元 从 合 XX 一定 包 含有 同 身 的 独立 子 集 ; 

“”《2) 奉 原子 元 集合 {pi=1，2，*…，#} 与 {qy | j=1，2 > 
“…，#+1) 都 是 独立 集 ， 则 存在 9(1 生 7 入 2+1)， 使 得 如， 
D's, 及 新， bn, 9; 也 是 独立 集 ， 

证 《1) 设 二 的 长 为 mp 则 天 中 所 包含 的 独立 子 集 所 含 
原子 的 个 数 都 不 超过 m( 实 际 上 都 不 超过 无 的 秩 ) ， 取 一 个 含 
原 于 个 数 最 多 的 独立 子 集 {p,,， bus ? bt:}， 易 证 该 子 集 
与 尘 同 秩 ， : 

(2) 由 推论 2 知 
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h(piV Ps VV Pa) =n<n+1=h(g VVger). 
钛 此 存在 qy(1 志 j 专 m+1), 使 qy 生 piVPrV'…*Vps。 出 $5. 
推论 3 知 户 V…V pnp1V"…V psnVqs， 于 是 
h(pr Ve VPbaVas) =h(piV" VP) tl=n+1. 
故 pi，p;，*…，p,.，4q: 入 六 .里 
下 面 的 结果 对 于 由 M- 独 立 集 生成 的 子 格 给 出 了 完全 的 
刻 划 . 
定理 4 在 有 限 长 的 上 半 模 格 中 , 若 元 案 列 xl。， xa ,xX。 
M- 独 立 ， 则 由 子 集 X= {x 1= 1，2 ，…， 纪 生成 的 子 格 同 
构 于 久 的 咯 集 格 P(X). 
证 令 矿 = {supA|.ACX}， 易 证 若 A，B 尺 , 则 
supAV supB = sup(AUB) EW, 
sup(AfB) <sup4AsupD 
另 一 方面 由 85 .1 定理 3 及 本 池 定 理 2 可 知 
h(supAAMsupB)<h(supA) +h(supB) -Asup(4UD)) 
=h(sup(A NB)), : 
于 是 supAA sup LL 志 sup (ANMNMB),. M'supA MN supB = 
sup(AN 们 B) E 矿 ， 因 此 矿 是 由 六 生成 的 子 格 。 令 
op P(X)——oW 
A (一 一 StLD4， 
则 wp 是 格 满 周 态 ， 并 且 由 于 xx ，…，xnM- 独 这 . 易 证 gy 
是 单 同 态 。 故 为 格 同 构 . 时 
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1. 验证 ， 在 图 5,3.1 所 示 的 格 工 中， 元 素 列 p,，ps> 
e 163°。 
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1 ”psM- 独 立 , 但 是 pp，p1。ps 不 是 M~- 独 
YY. / : 
2 . 详 证 术 布 定理 2 ， 
3. 验证， 图 5.3.1 中 ，ps，p:， ps 
序列 独立 ， 但 非 独 立 . 
4. 验证 ， 图 5. 3.1 中 ， 妃 ， 力 独立 ， 
但 非 M- 独 立 ;p1，ps，psM- 独 并， 但 


$5.4 模 说 


在 $3. 2 中 我 们 给 出 了 模 格 的 定义 及 其 基本 性 质 ， 本 节 继 
续 这 方面 的 讨论 . 依 定义 ， 一 个 格 工 称 为 模 格 ， 当 旦 仅 当 模 
律 成 立 ， 即 对 于 任意 c，8，cE 工 ， 满 足 

(M) 落 o 委 c， 则 acV (Ac) = (CVD5) 人 c. 

下 面 给 出 模 格 的 若干 等 价 条 件 。 

定理 1 对 于 任意 格 上 ， 下 述 条 件 等 价 ， 

(1) 工 是 模 格 ， 

(2)a/A\ (bYV (aAc)) = (aN\b) V (a/c), Va, b, cE 
L; 

(3)x= (x\Va) 人 b,，Ya, bEL 及 x ELaN\b, b]; 

(4)y=(y 人 da) Vb, Va, bELRKYELb, aVby) 

(5)aMb, Ya, bEL; 

(6)aM*b, Va, bEL,; 

(7) 工 不 含 五 元 子 格 和 Ns (图 5.,4.1); 

(8) 若 aAN\c=bANc, aVe = bVe, Hab(la, b, cEL), 
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则 @:= 05 . 
(9) 工 的 理想 格 志 是 模 格 . 
证 由 模 律 (M) 知 (1) 痢 涵 (2) 反 * 
之 ， 若 (2) 成 立 ， 当 a<c 时 则 有 
aV(bAc) = (GO 人 c) V(DA 人 c) 
= ((g/N\c) Vb)ANc= (aVD) 人 c， 
即 (M) 成立 . 改 (1) 与 (2) 等 价 。， 由 85. 2 定 
理 2 及 定理 2/ 知 (1)、(3)、(4)、(5)、(6) 彼 此 图 5.4.1 
等 价 .由 83. 4 推论 5 知人 1) 与 (9) 等 价 ， 而 人 7) 与 (8) 等 价 是 显然 
的 . 下 面 证 明 (1) 与 (7) 等 价 . 由 $3. 2 定理 6 知 (1) 耕 炙 (7)， 反 
之 ， 设 (7) 成 这 若 上 不 是 模 格 ， 则 存在 4。，56，cE 工 ， 使 得 
ac， 但 a\V 必 八 c) 二 (aVb) 八 c， 由 模 不 等 式 (§3. 1 推论 3) 知 
a<c, aV(bANc)<(aVO Nc. (a) 


于 是 有 
b<c<aV (6bAc)<(aVb)ANcaVb, (pf) 
bA\c<b<a\Vo. (?) 
在 (6) 中 ,党 b/Ac= aV (bo) sodANceb, 从 而 (cp 人 
c=bAc. 代 入 (8) 中 则 有 4b 八 c<5 和 cs 矛盾 . 故 bp 八 c 夺 aV (6 八 
c) 。 辣 理 证 (aV6) 八 caVb. 在 (y) 中 ,， 6 人 c 二 6b,，b 寺 a 
2。 于 是 有 
bANc<aV(bANc) (aVD)ANc<aVe (8’) 
bAN\c<b<aVb (y’) 
并 且 容 易 证 明 
bA(laV (LAc)) =DN 人 c=DN 人 (CCOVb) 人 ch)， 
bVlaV (bc)) =aVb=6V ((aVb) ANo). | 
改 五 元 于 集 {6，aVb，6 八 ce，aV(b 八 c)。(a\V6b) 八 c} 构 成 
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工 的 一 个 子 格 ， 其 示 图 可 由 Vs 表示 ， 此 与 (7) 矛 慎 . 故 了 是 
模 格 ， 因 此 (1) 与 (7) 等 价 。 重 

推论 | 设 工 是 模 格 ， 则 

(1) 世 是 严格 上 (下 ) 半 模 格 ( 从 而 是 上 (下 ) 半 模 客 )3 

(2) 了 满足 Jordan-Dedekind 链 条 件 。 

证 明显 然 . 量 

图 5. 4. 2 给 出 一 个 格 的 例子 ， 它 是 
上 半 模 格 ， 又 是 下 半 模 格 ， 但 不 是 模 
格 . 其 中 RR 表示 没有 极 大 元 和 极 小 元 
的 巨 跟 链 ， 

若 工 是 有 限 长 的 格 ， 则 L 是 模 格 
等 从 于 世 是 上 、 下 半 模 格 ， 

图 5.4.2 定理 2 ” 设 志 是 有 限 长 的 格 ， 则 下 

(1) 工 是 模 格 ， 

(2) 工 是 上 半 模 格 ， 叉 是 下 半 模 格 ， 

(3) 工 满足 ]~-D 链 条 件 及 维 数 公式 ; 

joy +h(b) =h(aN\b) +h(laVb), (Va, bEL). 

证 ”由 推论 1 知 (1) 药 涵 (2) .由 $5. 1 定理 (3) 及 对 偶 原 则 
知 (2) 列 涵 (3) . 设 (3) 成 立 ， 若 工 不 是 模 格 ， 则 二 有 五. 元 本 
格 Ns( 图 5. 4.1) 因此 有 x、y、2 EL， 使 x 之 2， 并 且 x 八 y= 
z 八 y，X%XVY=2VYy. 于 是 由 (3) 得 

h(x) +h(y) =h(x/Ay) th(x Vy) =h(zN\y) + h(z Vy) 

=h(z) + h(y), 

向 此 得 h(x) = h(z), 此 与 x<<z 予 盾 , 故 工 为 模 格 , 妈 (3) 蕴 涵 (1) .年 
现在 考虑 模 格 中 元 素 的 分 配 性 、 这 里 要 用 到 分 配 三 元 组 
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区 概念 (83.8) . 四 
定理 3 设 L 是 模 格 ,对 任意 a,6b,c EI， 下 述 条 件 等 价 : ， 
(1) (a, 6, c) DD; 
(2)C 人 (eVc) = (a/\b)V (a oo); 
(3)aV (BA 人 ec) = (GaGVD) 人 (avVc); 
(4) (aA\b)V BA ce) VcA oa) 
= (gagV 6b)A(bVe)AN\(cVoa). 
证 ”() 北 涵 (2)、(3)、(4) 显 然 . 反之 ， 设 (2) 成 立 ， 
抽 模 律 得 
(bVe)A (bb Va) =pV(CBYVc) 人 ao) 
=bV(a Nb)V(a Nc)=bV (one). 


县 0 bV(lcNa)= (BVe)AN OVa) . (#) 
出 (x) 式 出 发 ， 对 偶 地 可 得 z 
cA 人 \(aVb) = (cAN\a)V (cA 和 \b) (*) 


因此 ， 车 ag，5，c 满 足 (2)， 则 对 它们 的 次 序 作 一 人 循环 冒 换 仍 
然 满 足 (2) 的 关系 式 ， 显 然 a，c，5 耻 满足 (2) 式 ， 因 此 对 a， 
csb 作 任何 循环 置换 仍 满足 (2) 式 .这 样 对 a,b,c 的 任何 排列 
均 适 合 (2) 的 关系 式 。 对 偶 地 ， 由 (*) 出 发 知 对 c，2，c 的 
任何 排列 均 适 合 关系 式 (3) . 改 (c，p，c) 夏 ， 即 (2) 草 涵 (1). 
同 理 ， 由 (3) 推 出 (1)。 最 后 证 (4) 冀 涵 (3). 设 (4) 成 立 ， 由 


模 律 得 
aV(bANc) =aV (aA\b)V OAc) V(cA 人 ao) 
=aV((aVD)A(bVe) A Vo)) 
= (gVbVe) A (aVb) 人 (ca) 
= (CVb) 人 (ca) 。 
即 (3) 成 立 . 目 / 
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由 定理 3 直接 可 得 .| 
”推论 2 在 模 格 L 中 ， 对 任意 a€LK， 下 述 条 件 等 价 。 
(1)a 是 分 配 元 ， 
(2)a 是 标准 元 ; 
(3)a 是 对 侦 标 准 元 ， 
(4) 映 射 po。 xxVa 是 工 的 格 自 同 态 ; 
(5) 了 肌 射 po。 xF>*x 人 ANa 是 元 的 格 自 同 态 。 
和 证明 留 给 读者 。 量 
推论 5 ” 设 工 是 模 格 ，c，p， cEL. 令 
e= (CVDb) 人 (bpDVc) 人 (cVa)， 
f=(aAN\b) V(bAc) V(cA 人 ao)， 
则 (1)(cA 人 (COVec))VIB 人 (CCcVa)) =0, 
(eV(bBN 人 co) 人 (VCcANa)) = 请 
- 《2) 若 令 o = (2 人 ec) VGNA(CDVc))， 
b= (cA\a) V(bA (ecVa)), 
c= (a/N\6) V (cA\ (aVo)), 


则 aqiVbi=biVe=c Va=e, 
al 人 = pc =ct Not= 3 
并 且 下 述 条 件 等 价 : 


(1) (a, 5b, c) Ds 
(ii) @=6,= es 
(111) (qs bs Ci) 六。 
证 (1) 由 模 律 可 得 
(aAN\ (LVe))YV LA (ecVa)) 
= ((oA\ (bYVe)) VD)A (ecVo) 
= (agVo)A OVA (cVa) =e 
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向 理 证 另 一 式 也 成 立 。 
(2) 由 模 律 可 证 ai: = CBAOVODA(UDVe)， 
6 = ((cC 人 aoVb 人 (coAao)，ci= ((a/\b) Ve)A (aVb). 
因此 
aiVBi = (bAc)V (aAN\ (BVe))V (cANa) V(bA (ecVoa)) 
= (aN\ (6bVe)) V (6A (ecVa)) 
=((a/A\(bVc)) Vo)A (eVoa) 
= (coVb)A 人 (8Ve) 人 (cvVa) =e. 
al 人 5 = ((0 人 c)Va) 人 (BYVc) 人 (人 (ce 人 ac) VO)A Ce Va) 
= ((bAc)Va) A (cANa) VO) 
= (DA 人 c) V (aAN\((cAa) VD)) 
= (DA 人 c)V(cANAa (ac 人 pb) =f. 
同 理 证 b1, Vcl =cltVal=e，pI 人 ci=cyNa = 
若 (i 成 立 ， 由 定理 3 知 e=。 由 开 面 的 结果 得 ct<e= 
f<0, 同 理 651 志 ql; 。 于 十 ai = b1。 类 似 避 证 ai = ci, BH (1i) 成 
立 . 由 (让) 显然 可 得 (iii)。 着 (iii) 成 立 ， 由 定理 8 得 
(ol 人 bp) V BiANc) V (cANa) 
= (a Vb) A (bYVc) A (crVa). 
由 于 cx 人 5 = pi 人 ci = cANa=f, arVbi=b1Ve= ciVa=e@, 
于 是 e=f、 故 (a, b, cD. 时 
利用 上 述 结果 ， 可 以 对 非 分 配 的 模 格 给 出 完全 的 刻 划 ， 
推论 4 侈 志 是 模 格 ， 则 也 不 是 分 配 格 当 且 仅 当 艺 含 有 五 
元 于 格 上 Ms (图 5.4.3). 
证 充分 性 由 83.2 定 理 4 可 得 . 若 上 是 模 格 但 不 是 分 配 
格 ， 则 工 有 元 案 a，5，c 不 是 分 配 三 元 组 . 利用 推论 3 中 的 
记号 ， 则 易 见 la/，b!:，C1:，e， 上 人} 构成 的 一 个 五 元 子 格 ,其 
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示 图 如 图 5.4.3. 站 
练 习 
1. 补 证 推论 2?， 


2 .举例 说 明 在 非 模 格 上 中 ， 定 理科 
的 结论 未 必 成 这 . 


5.4.3 


$5.5 Dedekind 转 置 原则 与 JHS 定 理 


本 节 证 有 明 模 格 中 两 个 重要 绑 梨 ， 即 Dedekind 转 置 原 财 
和 J]JHS 定 理 ， 

格 工 的 两 个 区 间 [x, y] 与 Lx ,y 1 称 为 转 置 的 ( 记 作 [x, yj 
”天 Ex’，y/])， 如 果 有 适当 的 os，65 ELK， 使 得 这 两 个 区 间 可 
分 别 表 成 [a 和 八 b，0j 与 [8，cV 归 的 形式 ,区 闻 [x， 妇 与 
[x’。 》] 称 为 射影 的 ( 记 作 [x， 妇 一 [x“，y])， 如 果 存 在 
有 限 多 个 区 癌 [x， 9]j，[Lxiy Yi, °°, Lx, Ys [x’ ,yy’J, 
使 得 每 相 邻 两 个 区 间 是 转 置 的 ， 

容易 证 明 ， 区 间 的 射影 关系 是 等 价 关 系 ( 练 习 1) . 

定理 1 (Dedekind 转 者 原则 ) 在 任意 模 格 LL 中， 映射 
po XxXVa 与 pv yy 八 b 是 转 置 区 间 [o 八 b,b] 与 [a,aVb} 
闻 的 互 逆 同 构 ， 

证 由 $5.4 定 理 1 及 §5.2 推 论 2 直接 可 得 ， 月 

推论 1 在 模 格 工 由 ， 

(1) 射 影 区 间 是 同 构 的 ， 

《2) Lo 人 2， 所 的 子 区 间 及 Fo， oV6] 的 于 区 间 分 别 皱 p= 
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与 os 同 构 地 了 瑞 射 到 其 转 量 区 间 上 上 。. 
证 明 留 作 练习 ，、 量 
在 格 中 ,区间 Lc， 的 有 时 也 叫做 由 元 素 c，2(c 委 已 构成 
的 商 ， 记 作 5/c。 若 2 是 ac 的 上 邻 ， 则 称 商 2/c 为 案 商 . 
定理 2 在 模 格 中 ， 帮 a 所 a*,，b 和 Bb*(gq,，a*,，b， bx*E 
工 )， 则 商 
(a*Ab*)Va/ (o/b) Yo 与 (主人 oa Vo/ (人 co) Vb 
都 是 商 o 八 上 1/ (a* 八 6) V (人 Na) 的 转 置 ， 从 而 两 者 射影 ( 见 
图 5.5.1). 
证 ”由 于 c 委 o“， 6b 三， 因此 oe 人 b 寺 a* 人 人 b*， 并 且 
((a*Ab) Va)\V (a*,\b*) = (a*A\b*) Ya， 
(CerAb)VAA EA) = ((ao*A\b) Va Nb* 
= (a* 作 5b)V (a 八 b*) .( 模 律 》 
因此 oAN\b*)Va/(oANb)VaSoe/NbD/ (oAb)V OA 
转 置 。 同 理 证 
(DAa*) VD (BA oo) VbSatANL*/ (a*Ab)YV (b*ANo) 
转 置 ， 从 而 
(a /Ab*) Va/ (oAN\b) Vo (6b*Aa*) Vb/ (BAa) Vb 


射影 ， 国 1 了 
(axA bx)Va CaxAb*NVb 
(axABbYYVa (DAA YL 


(brAa)V (axAb) 


图 5.5.1 
利用 上 述 结果 可 以 证 明 ， 在 模 格 中 ， 连 接 两 个 给 定 元 素 
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的 所 有 有 限 链 都 有 等 长 的 同 构 加 细 ，, 这 就 是 所 请 的 Jordan~ 
Helder~Schreier 定 理 ( 简 称 JHS 定 理 )、 
”定理 5 (JHS 定 理 ) 在 模 格 L 中 ， 连 接 给 定 元 a，b(a 志 )6 
的 任意 两 个 有 限 链 
(C) CC=ctctCc < .< = Db, 
(pb) aa=aw<adi<dad<…w<an=D， 
都 有 等 长 的 同 构 加 细 ， 即 存在 有 限 链 
(a’) G=c <c 人 <c < …<c =b, 
(8’) a= 40 <Ad <ds < ‘<dr =b, 
使 得 {cs} {cs;’}，{di} 三 {ds’}， 并 目 cs /cr-i 与 dy /dy-1 
G = 1，2，…，7) 依 适当 的 次 序 相互 射影 (从 而 同 构 )， 
证 令 cijy = (ct 人 dy) Vei-i(i=1, 2, *"*,m;1=0,1, ， 2， 
eo, 1), dst= (dy 人 cr) Vads-1(t=0, 1, 2,°,m;7 = 1, 2, 
n) 。 由 律 模 知 
Co = Ci 人 (dyVci-i)， dir=ady 作 (crVady-l)， 
并 且 有 ct- = ct 委 cn 委 ct 安安 cfr = Ci 
df- 三 dj 魏 qj 委 af Sdyn = dy. 
将 {cdj} 及 {djgj 分 别 插 人 (ec)，(8) 之 中 ， 即 得 到 它们 的 加 组 


(Co) a 一 Co 一 Cio<Cll Cn 一 Cl 兰 Cat C1 < es < 


= cs = 0， 
(Bo) G= do= dio 委 di 委 …… 魏 di = di= dso doi 
dnm 一 dn 一 


容易 证 明 以 下 两 后 ， 

(1) ewy/cwy-1 与 dy/djyi-1 是 射影 的 这 出 定理 2 直接 得 
到 |. 
(2) oy 0 Sd di 
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事实 上 ， 若 c4, = Ce 则 
oA (ds Vc) = oA (dy-1 Vo-1). 
两 边 与 dy 作 交 ， 即 
c 人 di =c 人 (dy 人 (dy-1 VcC4)) = ci 人 dy 
由 于 dy-i1 志 dy 1-1= dl 人 (ci-iV di-n) < GV di ot 
ds-1 利用 模 律 得 
dit= (Ci 人 dr) Vds-1= (ct 人 dr -1) Vdy-l 
= (ct Vds-) /ds 1-1= dss-1。 
同 理 ， 者 dy = dy +-l， 可 证 coy = ce。 
”由 (1)，(2) 可知， 在 (Qo)，(Po) 中 去 挤 重 复 项 后 就 得 豆 
两 个 等 长 的 有 限 链 
(a’) a=co’ <c es <<Ker’ = 
(B’) a=d, <d‘<d,’ < <d， =b. 
它们 分 别 是 (a)，(B6) 的 加 细 ， 并 且 依 照 适 当 的 次 序 使 得 
cs /csi 与 dy /dy-1 射影 . § 
利用 Dedekind 转 置 原则 可 得 下 述 
定理 4 在 模 格 上 内 ， 由 区 间 [w 作 v,， 纪 =U 及 [uw/\y， 
v]= 六 (uw，v EL) 生 成 的 子 格 同 构 于 基数 积 UV. 
证 令 达 ={xVy|xEU，yEV}. 大 a, bEWV ,不妨 
设 a= x Vy 06=Xx2Vys， XiEU，yEV(i=1,，2), 显然 
GVb= (Xi VX2)V(y1Vas) E 歼 .为 证 c 作 PE 丈 ， 只 需 注 意 
(利用 模 律 ) 
xXVy= (XVD)A 人 (yyVa，VxEU，yEF。 
于 是 再 由 定理 2 得 
G 作 = (xiV3) 人 (xsVya) 
= (XIVu)A 人 CVDA 人 (VOD 人 (Van) 
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= ( (XI 人 xx VD) 八 ((yiAN\y:) VW) 
= (XI 人 xz) VIA 人 yw) EW,. 
因此 矿 是 由 U,， 信 生成 的 子 格 ， 
令 p: (x，y)PxVy， 则 gg 是 UV 到 玉 上 的 满 射 , 大 有 
XI VYI= XVy, MEU, yiEV(i=1,，2)， 则 
(XVYIDAU= (XIVD) 人 CVD 人 = (x VANY= Xi， 
同 理 (x:Vys) 人 us= xs， 因 此 xi: = xs 。 类 似 可 证 入 =ya， 故 9 
是 里 射 . 大 dj = (xi y1), ds= (xyo) (EL viEV), 
则 
di Vd; = (Xi VX2y VVYs), diN\d,= (xi/N\Y,, VAL 
于 是 gp(diVd;) = (x1 Vx) V (yiV yy,) 
= (Xi VY1) V (Xs VYys) = gp(di) Vo9(d;). 
由 定理 2 : 
PdiANd;) = (%1/N\X2) V (yi1ANY:) 
= ((X%I 人 xs) VOAN (yA ys) VD 
= (x VDA xe VA Cy VDA (yy VD 
= ((x VOA Cy VDIA x VA (ye VW)) 
= (XI VIA 人 (xs Vy2) = 9(d) /Ap(d;). 
故 " 是 格 同 构 .年 
推论 2 ”在 有 O 的 模 格 了 中 ， 如 果 (cVc) 人 (DYVd) = 
(a, b, c, dEL), 则 (aVb)A(cVad) = (ao 人 ec) VANAd) . 
证 令 aVce=u,bVd=v,， 则 u 八 v=O， 且 a,，c E€[w 八 
v，4]，b，d ELu 作 v，vJj]。. 由 定理 4 和 
(aoVb)AN 人 (cvVd) = (aN\c)V OANAd).,. J 
下 面 我 们 把 独立 ,序列 独立 的 概念 (835.3) 推 广 到 任意 格 
上 . 
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设 工 是 任意 格 ，o，xtEL(i=1，2，*…，n)。 车 对 4 
个 i(1<in)， 总 有 (x VVxtVxwsVVXn) 八 Xt = 
则 称 xj，x2，…，xr 宇 a 上 独立 ; 若 对 每 一 个 i (i= 1，2，*… 
有 一 1)， 总 有 (X11 VXs VVXD 信 Xeti= 4， 则 称 X1，X2，…* 
Xr 在 a 上 序列 独立 . : 

显然 ， 当 a = OO 时， 此 即 §5.3 给 出 的 定义 . 

推论 5 在 楼 格 工 中 ， 攻 x:，xs，*…，xn 在 9 上 序列 独 
立 ， 则 由 区 间 关 = [a，xij(i=1，2，。…，#) 生 成 的 子 格 同 
构 于 基数 积 [| Xi. 


=1 

证 明 留 给 读 考 (对 n 使 用 归纳 法 ), 帅 

定理 5 设 氏 是 模 格 ，xi,，a ELG=1，2,，**…，f)。， 则 下 
述 条 件 等 价 z 

(1)xXi，Xa xna 在 C 上 上 儿 这， 

(2)xi，Xz，…，Xn 在 a 上 序列 独立 ; 

(3) {xs |i=1，2，。…，?0} 的 任意 hk 元 子 集 x6， xie 
Xis (2 上 Rn) 站 ga 上 冰 立 ， 

证 (1)=>(2) 及 (3) 二 (I) 显然 ,下 证 (2)=> (3), 设 Xi Xs 
Xn 在 4 上 序列 独立 ， 只 须 证 明 对 {Xx} 的 任意 元 排列 x 
xf oo (2 万 A 人 nn)， 总 有 

(Ka VX VV Xi 人 xi = qa, 
对 8 使 用 归纳 法 ， 当 k= 2 时 ， 不 妨 设 i 过 i,。 由 (2) 知 
(Xi Ve V Xa VV Xa) /NX = a, 
并 且 易 见 e 生 xfr(Y1i= 1，2，…，1)， 于 是 
GEX /NX (ON VV Xa VV A /AN N= 0 


因此 x 人 x4.= a， 设 >2， 并 且 假 定 对 于 -1 结论 已 经 成 
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这。 令 m= max{i，iz， 2}， 阁 i =m， 则 同上 可 证 ， 
(Kt VXsa Ve VK) NX = a., 
若 i, 夺 m, 不 妨 设 i,., = fm， 则 : 
(Kt Vr VXis, VX /NXis., = 4. 
由 吸收 律 得 
z (xa Ve Vt VX) MCXissV (Kon /\X1)) = 6。 
应 用 推论 2 (在 子 格 La) 上 考虑 ) 及 归纳 假设 ， 
(Ki WeoeV Xis YXi ) /AN Xs 
= (Xs Ve VX VK) A KyV Key, /NXt) 
= (( XiV eVXis /NXia) V Kis /NN\ Xt) 
=a\/a= a, 
于 是 (3) 成 立 . 里 
下 述 推论 是 显然 的 . 
推论 4” 设 L 是 有 0O 的 模 格 ，xi1E€L(i=1，2，***，1)， 
则 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) Xn M- 独 这 3 
(2) Xi， Xz "Xn 序列 独立 3 
(3) %，xXa ， Xn 名 立 .图 


练 志 
1. 证 明 ， 格 中 区 间 的 射影 关系 是 等 价 天 系 . 
2. 补 证 推论 1 与 推论 8， 


3 . 设 志 是 上 (下 ) 半 模 烙 . x,y，a,5EL. 右 a 环 0D，x<》， 
且 厂 ，x= 2 到 2 到 到 2=》 是 连接 x，y 的 任 一 有 限 极 大 
链 . 证 明 ， 诸 商 zy/ zi-iG= 1，2，…，7) ( 称 为 的 组 成 商 ) 
中 与 素 商 6/o 射 影 的 个 数 与 三 的 选择 无 关 . / 
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4 ,在 格 民 中 ， 给 定 两 个 有 限 链 | 时 
(a) 0G=ccCce< <c。= ob, 
(PB) a=do<di<<dr=b, 
仿 册 ;= C1 人 \dy， Uy = cs Vdsi(i=0, 1,2,°%, m31=0, 1, 2, 
…， 7) 。 证 朋 ， 
(41) 任意 多 个 wy 之 并 总 可 表 为 形式 ， 
tag Vs Me。 VUrry79 
其 中 这 i 之 ">is， i<j 人 ir 
(2) 车 是 模 格 ， 则 对 具有 性 质 
i >i i ih 
的 下 标 ， 量 有 
J TV YVANV A =Dio 人 Nat 人 人 Der; yA 
NAC IENAVIALIE Um VU VA Ves ass Mras 
由 此 征明， 由 链 (4)，(p) 生 成 的 子 格 是 有 限 分 配 格 . 

£3) 利用 上 述 结果 证 明 JHS 定 理 . 

5. 利 用 JHS 定 理 证 明 $5.4 推 论 1(2). 

6. 设 工 是 有 补 模 格 ，c，D，xE 工 . 证明， 者 a<6， 则 
存在 a 在 5 内 的 一 个 相对 补 元 y， 使 得 y 人 ce=O，y7 Ya=b 且 
(x\Vy) 八 (x'Va) =X.。 (此 结果 称 为 Von Neumann-Halpe- 

rin 引 理 ). 


$5.6 元 素 的 既 约 分 解 


设 a 是 格 L 的 一 个 元 素 。， 若 对 任意 b,c EL, 由 a=bYVce 
可 推出 a = 8 或 c= c， 刚 称 a 是 V- 既 约 元 (简称 婚约 元 )。 若 上 
有 零 元 CO， 且 对 任意 两 独立 元 5，c EL( 即 6 和 作 c= 0)， 由 a 
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bVc 可 推出 a=b 或 a=c， 则 称 是 V- 直 既 的 元 (简称 直 茎 的 
元 ) . 

对 俩 地 可 定义 八 - 既 约 元 和 八 - 直 既 约 元 . 

显然 既 约 元 一 定 是 直 既 约 元 ! 零 元 及 原子 元 一 定 是 既 约 
元 ( 直 既 约 元 )， 

定理 1 ” 设 c 是 格 志 的 非 零 既 约 元 ， 则 

(1)a 至 多 有 一 个 下 邻 元 ; 

(2) 知 志 满足 极 大 条 件 ， 则 c 恰 有 一 个 下 邻 元 。 

证 (1) 阁 6 二 c 都 是 a 的 下 邻 元 ， 则 必 有 a=b 了 Ye， 与 o 是 
既 约 元 矛盾 . 

(2) 石 L 满 足 极 大 条 件 ， 令 T= {x|1xEL，x<a}j， 显 然 
了 二 名 ， 因 此 7 了 中 有 极 大 元 5， 易 证 6 是 c 的 下 邻 元 . 由 (1) 知 
b 是 a 的 唯一 的 下 邻 元 . 

在 格 上 中 , 若 元 素 o 可 表 为 若干 V- 既 约 元 xiG = 1,2,* sr?) 
之 并 , 即 c= xx VxzY…Vx'， 则 称 此 式 是 a 的 一 个 -婚约 分 解 
(简称 既 约 分 解 ) ， 若 上 述 分 解 式 中 每 一 个 % 不 能 省 去 ( 即 Vy 
Vi xySa)， 则 称 该 既 约 分 解 是 不 可 缩 的 .， 

定理 2 ” 设 世 是 满足 极 小 条 件 的 格 ， 则 
~ (DZ 中 任意 非 零 元 o 至 少 含 有 一 个 原子 ; 

(2) 志 中 任意 元 c 都 有 一 个 Y- 既 约 分 解 ， 
证 〈1) 仿 定理 1(2) 的 证 明 . 
(2) 设 a EL 上 ， 帮 a 本 身 是 VV- 既 约 元 ， 则 结论 成 立 ， 否 
出 ， 可 设 c= al Vb Hoal<a, b,<a (gis bE 1). 得 Gis bi 
鬼 有 VY- 既 约 分 解 ， 则 a 亦 然 .因此 若 a 无 VY- 既 约 分 解 ， 则 ai， 
二 :中 至 少 有 一 个 无 V- 距 约 分 解 ， 比 如 ai， 即 co 无 -婚约 分 
解 ， 且 4; 过 a、， 同 理 可 推 上 有 as 之 a1/，as 亦 无 VY- 既 约 分 解 。…。， 
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如 此 继续 下 去 。 得 出 一 列 巨 Y- 婚 约 分 解 的 元 窒 o, 人 i = 1 2 
*…)， 使 得 ac>ai>a:>>a 盖 …， 这 同志 满足 极 小 条 件 的 从 
设 矛 盾 。 故 co 有 VV- 既 约 分 解 . 时 

在 模 格 中 ， 一 个 元 素 的 不 可 缩 Y- 既 约 分 解 具 有 可 换 性 
和 单 值 性 . 

定理 5 在 模 格 上 中 ， 设 元 素 c 有 了 两 个 V- 既 约 分 解 ， 

a= x1 Vx Ve Vs = x Vx Ve We 

(1) 对 任意 x; (1 委 ; 委 六) ,必定 存在 某 个 xy (1 志 j 志 5) ,使 

得 
G= XV VA VA VX Ve VX 

(2) 若 c 的 两 个 给 定 的 V- 既 约 分 解 都 是 不 可 缩 的 ， 则 
f= 5, 

证 (1) 令 y= XI VMAs VX YX 2 了 一 yV 
Xf=1,2,*…,5) ， 最 然 C=yVxX，ys 安 2/ 委 G，X 六 和 21(1 = 
1,2,…,s)。 因 此 | 

a = 21Wzy VV2s. 
由 Dedekind 转 置 原 】 则 知 区 间 [y,x,Vy] 与 Lx 人 人 yx] 同 构 . 
% 是 上 L 中 的 VYV~ 既 约 元 ， 在 区 闻 [% 八 y,Xtj 中 亦 然 ， 因 此 a 在 区 
间 [Ly,xi\Vy]=[y,4j 中 也 是 VY~ 既 约 元 。 故 存在 某 一 z,， 使 
得 

Qa=2= YI VX = XV VA VX VA Ve VX, 

(2) 设 a 的 两 个 给 定 的 V- 既 约 分 解 都 是 不 可 缩 的 反复 
使 用 (1) 的 结果 , 则 a 可 用 r 个 x 关 的 并 表示 。 由 于 ec=xrxV 
-VYxw* 是 不 可 缩 的 ， 因 此 必 有 s 三 r. 同 理 有 rs， 政 r=s, 目 

在 有 QO 〇 的 格 上 L 中 ， 阁 元 内 4 可 表示 成 若干 独 并 的 VY- 直 县 
鸭 元 xi G = 1, 2 7) 之 并 ， 即 
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a = Xi1 VX V "Vrs 
蓝 称 该 式 是 c 的 一 个 V- 宣 既 约 分 解 (简称 直 栈 约 分 解 ) 

定理 4 在 有 限 长 的 模 格 工 中 ， : 

(1) 任意 元 素 都 有 直 既 约 分 解 . 

(2) 若 cE 志 有 了 两 个 直 既 约 分 解 ， 

a=biVbs VVb,=0 Vc VV" Ves, 
则 存在 适当 的 6, 与 c,， 使 得 go 有 直 既 约 分 解 : 
0 二 biVee Vb Ve VbrV Vb, 
=c1 Ve Ves 1 Vb Vom VVoes. 

(3) 若 (2) 中 元 素 a 的 两 个 给 定 的 直 既 约 分 解 都 是 不 可 
缩 的 ， 则 r = s， 并 且 适 当 调 整 下 标 后 ， 使 得 对 所 有 的 i (1 似 
ir)， 可 用 c, 代 蔡 6, 得 到 la 的 直 既 约 分 解 。 

a=biVe"* Vb Ve VorV "Vo,. 

证 ”(1) 对 a EL 的 维 数 h(a) 使 用 归纳 法 . 若 h(la)= 0 或 
1， 则 a 本 身 是 直 既 约 元 ， 结 论 成 立 ， 设 h(a) = 天 2， 并 且 
假定 当 h(a) <n 一 1 时 结论 已 经 成 立 。 敬 a 是 直 既 约 元 ， 则 结 
论 自 明 。. 车 a 不 是 直 既 约 元 ,， 则 在 在 b,cE€L, b 八 c=0， 
ba,c 奈 a, 但 是 a=5Vc， 显 然 h(6b) < 过 h(a)。，h(c) 之 h(a)、 
由 另 编 假 设 8,c 尼 有 直 既 约 分 解 ， 故 co 也 有 直 既 约 分 解 . 

(2) 当 h(g) = 4 或 1 时， 结论 显 然 成 立 . 设 h(a) =n， 并 且 
假定 当 #(0) 三 n 一 1 时 结论 已 经 成 并 (nn 宇 2)， 仿 

Db, = bi Ve Vb Vb VVb,. 
Cy = C1 Ve Ves-iVesriV YY cs. 
bs=b/AlcrVB), cnr=c 作 (DYV5I) 
人 = 1 2 pr37= 1 2 3S)， 不 访 设 六 二 O， 又 令 
d= ciVcarV eVcel (I> 
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显然 4<o， 注 意 到 i 夺 j 时 有 c.<5,<b1V54。 由 模 律 可 知 
d= (ci/A\ (G1 V5))V (csAN\ (brV52)) Vo 
V (cs/\ (b1 VG)) 
= ((c1Ves) AN(bI Ve) A (D1 V6) Ve 
V (ce/\ (b1V 50)) 
=*= (cI Ves Ve Vc) A BVA (DIVED) A 
A 入 (b1V5,) 
= (b, Vo) A (D1 V6) NAN (bi VG) 
大 此 b, 夺 d。 于 是 有 
: d= biV (biAd) (1) 
易 见 ci1，cz1，**…， ca ,bs biAN\d 独立 ， 从 而 在 (I)、 
(五 ) 两 式 中 分 别 对 cy! 及 外 八 d 作 直 既 约 分 解 就 可 得 到 d 的 两 个 
直 既 约 分 解 。 若 de， 由 归纳 假设 ， 存 在 某 cy 的 一 个 直 既 约 
分 解 项 ei 可 以 代 换 (了 I) 中 的 b。 即 
d=eV (biAN\d) (HI) 
月 el 八 (581 八 d) =O. 不 妨 设 e: 是 cil 的 直 既 约 分 解 项 ， 即 ct = 
eliVe:，el 作 ez =O， 且 el 是 非 零 直 既 约 元 , 则 由 2 委 4 及 (下 ) 
知 
G=QdVpI=etVp (WV) 
因此 ci = cl 人 Na = (cl 八 51) Vel. 由 于 (ci 八 2) 人 el= cl 人 De: 
人 dg=O，ei 拓 0， 且 c: 是 直 骂 约 元 ， 因 此 推 包 el=cl。 由 
《JV) 得 a= ci,V6. 易 见 c1=cu<biV51， 于 是 a=c1V5i1< 
DiV5I 和 6， 故 c=pbV5I， 即 当 d<e 时 结论 成 立 。 洛 gg=oa， 
由 维 数 公式 易 证 cy1 = cy 委员 V 51，a= csV 5 和 DV 5 和 0 
从 而 ae=pDV5rCV7I7=1: 2 S)。 不 访 设 cl 二 OO 藻 G =CrV 
1!， 则 结论 成 立 。 若 a 寺 c1:V51， 则 必 有 
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d =pDVpV…VYVpb<a， 
《否则 ， 仿 d = a 情形 推出 a=c1VB5(Vi)， 矛 慎 。) 这 时 类 似 
d<<a 的 情形 可 知 结论 也 成 立 。 由 维 数 公式 易 证 经 上 述 代 换 后 
得 到 a 的 两 个 分 解 式 仍 是 直 既 约 分 解 . 
(3) 对 56, 的 个 数 r 使 用 归纳 法 .。 当 r= 1 时 ， 结论 显 然 ， 
设 b, 的 个 数 小 于 r 时 (r 之 1 ) 结论 已 经 成 立 ， 则 对 ?的 情形 ， 由 
(2 ) 知 存在 适当 4，cy (比如 6b1/，c1)， 使 得 有 直 既 约 分 解 ， 
a=c1VbsV*** Vb =b1Vcs VV (V) 

信 b* = DVD ci = bi VesG=2,3, "737 = 2,3,°,5) ,Wa 
在 区 间 子 格 Lb1,a] 中 有 不 可 缩 分 解 式 ， 

aG=b Vbs VV VO = Cc Vee” Ve Vea (VW) 
显然 [ol,o] 也 是 有 限 长 模 格 ， 由 维 数 公式 易 证 ps*，p…，…， 
b,” Rc,*, Ca ye Co 分别 在 六 上 上 狼 立 (从 而 在 Lo 0. 中 站 这 
大 有 c,d€[Lbisyal, cA 人 \d=0bH b=cVd (2<ir)， 则 由 
模 律 得 

c=c/ANb*=bV (OAc), d=bV (OAD., 
由 此 推 得 ，b,= (6b, 八 c) V (5, 八 d)， 显 然 

(0 八 c) 八 (人 da) =b 人 pb =O， 
而 6 是 直 既 约 元 ,因此 6 人 c= 或 6. 八 d=b， 从 而 c=2 关 或 
d=bx，BRlb(i=2,3,*…,?) 是 [bi,aJ 中 的 直 既 约 元 , 同 理 
证 cy*(j =2,3,"… ,5) 也 是 [61,Qj 中 的 直 既 约 元 ， 由 归纳 假设 ， 
在 (如 ) 中 有 r-1=s-1， 则 >=s， 当 适当 排列 下 标 后 ， 对 任 
意 的 2 志 i 志 r， 有 a 在 [61,aJ 中 的 直 既 约 分 解 ， 
a=b Ve Vor Ver VO riV Vo. 
结合 4V ) 式 可 证 o 在 L 中 有 直 既 约 分 解 ， 
GQ 一 bi Vo Ve Voi Vo VrV "Ve. 
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练 习 

1. 证 明 ， 

(1) 委 元 和 原子 元 都 是 既 约 元 ; 

(2) 在 线性 序 集中 ， 每 一 个 元 索 剖 是 既 约 元 ，。 

2. 举 例 说 明 直 既 约 元 未 必 是 既 约 元 。 

3. 举 例 说明 在 定理 2 中 ，“ 志 满足 极 小 条 件 ”的 要 求 不 是 
必须 的 。 

4. 证明 。 格 上 中 元 索 a 的 直 既 约 分 解 o = xi V…Vx" 是 不 
可 缩 的 寺 >a=0, r= 1 或 a 二 0,，x 二 DO (1= 1,2,*7). 

5. 证 明 ， 在 分 彼 有 补 格 中 ， 非 零 元 崇 o 是 Y- 既 约 元 所 > 
0 是 原子 . 
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第 六 章 ” 有 补 模 格 与 几何 格 


本 章 首先 讨论 相对 有 补 格 及 有 补 模 格 的 基本 性 质 ($6.1， 
3$6.2)， 和 研究 有 补 模 格 中 的 透视 人 性 (86. 3) ,进而 讨论 几何 格 、 
炳 几何 格 和 射影 几何 ($6.4，8$6.5) ,最 后 给 出 两 类 特殊 的 几 
何 格 一 一 分 类 格 和 代数 闭 子 域 客 (§6.6). : 


$6.1 .相对 有 和 补 格 


在 $3.2 中 我 们 定义 了 有 补 格 , 相 对 有 补 格 及 分 段 有 补 格 ， 
并 且 讨 论 了 它们 的 简单 性 质 . 有 0O 的 相对 有 补 格 一 定 是 分 女 
有 补 格 ;有 QO， 了 的 分 段 有 补 格 一 定 是 有 补 格 ,下面 进 一 步 讨 
论 相 对 有 补 格 与 分 段 有 补 格 的 有 关上 性质， 

定理 ] 设 工 是 分 段 有 补 格 ，O 丰 a EI， 则 下 述 条 件 等 
价 ， 

(1)a 是 VY- 既 约 元 ; 

(2)a 是 VV- 直 既 约 元 ， 

(3)a 是 原子 ， 

证 (1) 之 (2) 及 (3) 之 (1) 显然 。 若 o 不 是 原子 , 且 a 二 0， 
则 存在 6€ 工 ，O 过 5 过 a。 由 于 工 是 分 2 段 有 补 格 ， 因 此 5 在 a 内 
有 补 元 5b’ ELL， 使 5 八 6’ = O，b\b' =a， 显 然 5 太 qa,b' 夺 a， 
因此 a 不 是 V- 直 既 约 元 . 夏 (2) 二 (3) 成 立 . 8 

推论 1 在 满足 极 小 条 件 的 分 段 有 补 格 中 (特别 ， 在 有 限 
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长 的 相对 有 社 格 中 )， 任 意 非 零 元 索 都 可 表示 成 一 些 原子 的 
并 . 
证 ”下定 理 1 及 $5.6 定 理 2 直 接 得 证 .时 
对 于 有 限 长 的 上 半 模 格 ， 上 述 性 质 完全 刻 划 了 相对 有 人 补 
格 和 分 段 有 补 格 ， 

定理 2 设 L 是 有 限 长 的 上 半 神 格 ， 则 

(1) 工 是 有 补 格 志 之 I 是 原子 的 并 ， 

(2) 下 述 条 件 等 价 : 

i) 工 是 相对 有 补 格 ，; 

ii) 工 是 分 段 有 补 格 ， 

iii) 工 中 任意 非 零 元 是 原子 的 并 . 

证 (1) 工 显然 是 完备 格 。 若 L 是 有 补 格 ， 令 a 表示 全 体 
原子 的 并 ，a 是 a 稚 人 外 元 ， 则 a 不 租 含 任何 原子 ， 由 $5.6 定 
理 2 知 a’ = 0， 于 是 1 = a 是 原子 的 并 .由 $5.3 定理 3 及 推论 
2 知 了 可 表 为 有 限 多 个 独立 的 原子 之 并 . 反之， 车 7 是 原子 的 
并 ， 不 站 设 

T= piVpbi VVpPn, 
Pi， pz ，pPn 是 独 卫 的 原子 元 ， 任 取 a EL， 车 a=J， 则 a 
有 种 元 QO， 设 a 起 J， 则 存在 加 ,使 caYVzp， (85.1 推 论 3) . 
右 aVpu 三 J， 则 存在 pi 使 aVpi,《aVprnVpn，"…， 这 样 可 
蓉 找 到 7 个 原子 Pi，Pi,，"*…，pi,(1 声 r 志 m)， 使 得 
a<aVpi <aV ph Vp A AaVpbi VeV pi,=1. 

令 pi, Vp VVpi,=6b6， 则 a\Vb= 了 ,日 易 证 h(aV6b) = h(ay 
+r， 上 (bp) =r($5.1 推 论 3)， 再 由 $5.1 定 理 8 得 

h(a/\b) <h(a) +h(6) ~ hlaVb) = 0， 
男 此 a 八 6 = O， 即 5 是 a 的 补 元 ， 故 L 是 有 补 格 . 
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(2)i) 过 让 ) =>iii) 显然 。 下 证 iii)) 坟 i). 设 i 让 成 立 ， 
0，b4EIL，a 夺 6b。 任 取 xELa，6]， 则 x，6b 是 一 些 原 子 的 并 ， 
册 (1 ) 知 区 间 子 格 LO，%] 与 [O， 的 是 有 补 格 。 令 Ga 是 c 在 x 
钦 的 补 元 ，x“ 是 x 在 5 内 的 补 元 ，y =aVx'， 则 xANx =0， 
Vx =6b， 并 且 易 证 yVx=6b，a 八 Xx = 0，a 和 yx.。 由 
(1 ) 的 证 明 过 程 可 知 h(x\Vx’) = h(6b) =h(x) +h(%x/). 而 
入 (7) = h(aVx’) 三 h(a) + h(x’)， 因 此 

h(y/\x) Ry) + h(x) -hh(yVx) =h(y) + h(x) — h(b) 

h(a) +h(x’) +h(x) — (h(x) + h(x’)) = h(a), 
从 而 y 人 x =a。 故 7 是 x 在 [ac，2] 内 的 相对 补 元 ， 即 志 是 相对 
有 补 格 . 蚊 

在 分 毁 有 补 格 中 ， 标 准 理想 和 格 同 祭 关 系 存 在 一 一 对 应 
《$3.5 定 理 5) .特别 地 ， 这 对 于 有 限 长 的 相对 有 补 格 为 真 ， 

定理 5 设 L 是 有 限 长 的 相对 有 补 格 ，9 是 的 格 同 余 关 
系 ， 令 

K(0)={x|xEL, x=0O( mod 0)}, 

D(OD={y|1y€EL, yaI(mod 0)), 

负 (1)K (9) 是 L 的 标准 理想 ，D (9) 是 工 的 对 偶 标准 理想 ， 
(2) 存在 a，d EL， 使 得 KK (0) = (a]，D(0) = [qd) ,并且 
对 任意 x，y EL 满足 ， 

X=y(mod 0) <>xVa=yVa€@>x/N\d= yA/N\d; 

(3) ge。，[x]hxVa 及 Go EyIJmmy 八 d 分 别 是 商 格 5/0 
到 区 间 子 格 Lce， 门 及 LO，d] 的 格 同 构 ; 

(4)%€ 工 的 同 余 类 [x]={y|y€L，y 三 x (mod 0)} 中 有 
最 大 元 1. 和 最 小 元 O.。 并 且 对 任意 yELx]， 有 yVa= 1 
YANd=0,: 
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(5)a，d 是 二 中 五 补 的 中 心 元 ， 且 志 兰 LO，c]LO，d]， 
证 (1) 一 (3) 由 $3.5 定 理 5， 推 论 5 及 对 偶 原 则 即 得 
证， 
(4) 令 7。 =xWa，O0。.=x 人 ad， 易 见 1.，O。E[x]， 并 是 
对 任意 y ELxJ， 由 (2 ) 知 yVa=J,，y 八 d =O,。 因 此 I,， 
"0 分别 是 [xJ] 中 的 最 大 元 和 最 小 元 . : 
(5) 由 于 O 是 天 (0) = (qj 的 最 小 元 ，/ 是 D(0) =[d) 的 最 
大 元 ， 因 此 由 (4) 得 a 八 d = OQ，a\Vd = IJ， 即 a，d 是 互补 元 ， 
由 $3.8 定 理 4 知 a 是 标准 元 ，d 是 对 侦 标 准 元 ， 对 任意 x,yE 
二 ， 令 d 八 x 在 x 内 的 补 元 为 则 (d 八 x)Vt=x,，d 八 x 八 t 
=O. 由 (2) 知 x 八 €EK(0) = (0]， 因 此 t=x 八 a 八 x， 从 
X= (dAN\x) Vt (dA\x)V (a/\x) x, 
好 x= (d 八 x)\Y (a 八 x). 于 是 
xXVd= (x/AMa)\Vd (YXxEL). 
和 糙 别 地 ， 若 令 
(xV Y/Na=u, (a/N\x)V (yANa) = 
旭 [ Ad =v/AN\d=O, uwVd= (xVy)Vad=v Vd. 

出 于 d 是 对 个 标 准 元 ， 其 相对 补 元 唯一 ， 故 w=v。 因 此 pa: 
.xm3xANa 是 上 的 格 自 同 态 ， 从 而 a 是 对 偶 标准 元 ， 由 $3.8 定 
理 2、 定 理 3 知 c 是 中 心 元 。 由 $3.7 定 理 1 知 d 也 是 中 心 元 ， 
由 于 中 心 元 一 定 是 分 配 元 ， 因 此 r ， xh?(Y 人 ao，xX 人 dl) 是 忆 
到 [LO，aJ[O，qd] 的 格 同 态 ， 若 + (x) =7(y) , 则 xz 人 ec= yA 人 Na， 
x 作 d= yy 人 d， 由 上 面 得 到 的 结果 ，xYd= (x 八 a)Vd= 
(y 八 a) Vd =yVd. 于 是 x=y 即 * 是 单 射 。VY 8E[O，o]， 
ELO，d]， 显 然 cAe=O=pANAd. 令 y=bVc， 则 yAc 
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=6b6，yAd=c， 因 此 rt(y) = (2，c)。 故 * 是 满 射 ， 从 而 是 格 - 
同 构 . 币 : / 

推论 2 设 L 是 有 限 长 的 相对 有 和 补 格 ，a ELK。 则 下 述 条 
件 等 价 ; 

(1)a 是 标准 元 ; 

(2)a 是 分 配 元 ， 

(3)a 是 中 心 .元 ， 

证 明 留 作 练习 ， 旱 

在 83.5 及 83.7 中 分 别 定 义 了 简单 格 和 既 约 格 ， 对 于 有 限 
长 的 相对 有 补 格 ， 二 音 是 等 价 的 ， 

定理 4 设 过 是 任意 非 平凡 的 有 限 长 相对 有 补 格 ， 则 

(1) 世 是 简单 格 < 入 > 二 是 既 约 格 ; 

(2) 工 可 唯一 地 ( 同 构 意 义 下 ) 分 解 成 有 限 个 非 平 凡 的 简 
单 格 的 积 ， 

证 〈1) 知 志 不 是 简单 格 ， 即 了 有 真 同 余 关 系 % 由 定理 
8 知 L 宇 [FO，aJ[O，d]， 于 是 L 不 是 既 约 格 ， 反之， 车 L 有 
非 平 几 的 积分 解 L = 上 .5L，， 则 存在 格 同 态 rt: LL 一 >Li，?t 决 
定 了 上 的 一 个 真 同 余 关 系 . 因此 LL 不 是 简单 格 . 

(2) 由 $3.7 推 论 3 知 大 可 唯一 地 ( 同 构 意 义 下 ) 分 解 成 有 
限 个 非 平凡 既 约 格 之 积 。 其 中 每 个 因子 丝 是 LL 的 同 态 象 ， 芝 
而 也 是 有 限 长 的 相对 有 补 格 ， 由 (1) 知 是 简单 格 . 昌 
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1. 证 明 本 节 推 论 2 . 
2. 在 定理 3 中 证 有 明 ， 对 任意 xEL， 
X= (xX/MN\a)V (x/AN\d). 
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3. 在 有 0O 的 格 L 中 ， 定 义 二 元 关系 VY: 
avVvb<>aN\b= OH (aVx) Nb= x/N\b(YV XEL). 
证 有 明 ， 
(1) 若 工 是 相对 有 补 格 ， 则 二 元 关系 是 对 称 的 ， 并 且 
出 9Y 6，ai 筷 a，0b1 志 5 可 推出 a1:V i. 
(2) 若 志 是 有 泛 界 O， 了 的 相对 有 补 格 ， 则 下 述 .条 件 等 
价 : 
1) CVD， 
ii)b 含 在 a 的 每 一 个 补 元 内 ; 
iii) 若 a1<a，b1 志 6b 且 a1，b1 有 公共 补 元 ， 则 at=6b1=0; 
.iy) 对 任意 xEL,，x= (YXYVa) 人 (人 VD)， 
(3) 若 工 是 模 格 ， 则 
aTb<>aN\b=O0 有 (a,b,x) DY x EL). 


$6.2 有 补 模 格 


由 $3.2 定 理 7 知道 有 补 模 格 一 定 是 相对 有 补 格 ， 因 此 前 
东 中 有 关 相 对 有 补 格 的 所 有 结论 对 于 有 补 模 格 都 成 立 。 由 
$6.1 定 理 1、 定 理 3 及 定理 4 直接 可 得 

推论 1 在 有 补 模 格 中 ， 对 任意 元 素 a 二 O00， 下 述 条 件 等 
价 : 

(1)a 是 VV- 县 幻 元 ， 

(2)a 古 V- 直 婚约 元 ; 

(3)0 是 原 了 于 。 是 

推论 2 ” 设 志 是 非 平 凡 的 有 限 长 有 补 模 格 ， 

(1) 阁 0 是 上 的 格 周 余 关系 ， 则 存在 互补 的 中 心 元 a, dd 
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<G 工 ， 使 得 天 (9) = (ao] ，D(9) =[d) ， 并 且 
L [OQO, a] [O, dj; 

(2) 工 是 简单 格 志 > 上 是 既 约 格 ， 

(3) 工 可 唯一 地 ( 同 构 意 义 下 ) 分 解 成 有 限 个 非 平 凡 的 笑 
单 有 社 模 格 的 积 . 四 

$6.1 推 论 2 中 条 件 “ 有限 长 "对 于 有 补 模 格 来 说 是 多 余 的 。 

定理 ] 设 L 是 有 补 模 格 ，a ELK， 则 下 述 条 件 等 价 ， 

(1)a 是 中 心 元 ; 

(2)a 是 分 本 元 ， 

(3)a 是 标准 元 ， 

(4)a 是 对 侦 标 准 元 ， 

(5)a 有 唯一 补 元 ， 

证 由 人 $3.8 定 理 2\ 定 理 3 及 §5.4 推 论 2 知 (1)、(2)、(3)、 
(4) 彼此 等 价 . 车 (1) 成 立 ， 即 a 是 中 心 元 ， 由 $3.7 定 
理 1 知 a 的 补 元 唯一 .及 之 ， 者 (5) 成 立 ， 设 a 是 a 的 唯一 补 
元 。 对 任意 yEL， 若 y 八 6 = 0O， 则 a，y，(aVy) 是 序列 独 
立 ， 从 而 独立 (§$5.5 定 理 5)。 因 此 oe 八 (yV (aYy)’) =0, 而 
eVyV(laVy) =1， 即 yYV (aVy ) 是 a 的 补 元 , 因此 yV 
《yVa) =a'， 故 ?和 ao 。 特别 地 ， 对 任 意 x ELK，( DA 人 Ax)/ 
Ax) 人 ae=O， 于 是 (ceo 人 x) “人 x 到 o( 人 yx。 由 模 律 ， 

YX= (go/N\x)V((a/AN\x)’ 人 人 %) 委 (GANAx)V(o 人 x) x, 
因此 x = (a 八 x)\V (a’ 八 x)， 由 此 可 得 

oaVx=aV (a’/N\x), o'/\xX=a’/\(aVx), Y xEL. 
于 是 

IOV(XA 人 NAyY) =aV (a’ Nx 和 Ny) 
=aV(a’AN(aoVx) 人 人 (aVy)) 
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= (aVx) 八 (aVy). 
显要 aV(xXVy)= (aVx)V(aVy)， 玫 Wa x%i=xV a 是 格 
握 态 ， 由 8§5.4 推 论 2 知 a 是 分 配 元 , 从 而 是 中 心 元 .因此 
《1) 与 (5) 等 价 ， 量 
下 面 的 结果 给 出 了 有 限 长 有 补 模 格 的 特征 。 
定理 2 ” 设 志 是 有 限 长 模 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) 工 是 有 和 补 格 ; 
(2) 工 是 相对 有 补 格 ; 
《3) 志 是 分 段 有 补 格 ; 
(4) 任 意 a 丰 O(a EL) 是 原子 的 并 ， 
(5) 了 是 原子 的 并 . 
证 这 是 $43.2 定理 7 及 86.1 定 理 2 的 直接 推论 . 目 
定理 3 ” 设 L 是 有 补 模 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) 工 满足 极 大 条 件 ， 
(2) 工 满足 极 小 条 件 ， 
(3) 工 是 有 限 维 的 . 
证 设 L 上 满足 极 大 条 件 ，S 是 上 的 非 空子 集 ， 记 SS/ 为 S 中 
六 有 元 素 的 补 元 组 成 的 集合 ， 则 S' 持 名 。 由 假设 ，S 有 极 大 
元 X% ， 不 妨 设 x' 是 x*E€ 5 的 补 元 ， 下 面 证 朋 x 是 S$ 的 极 小 元 . 
事实 上 ， 若 有 yES，y 夺 x， 记 7 为 y 在 x 内 的 补 元 ， 邑 y 人 多 
= OO，yV 了 =xXx， 显 然 
yV (x’ V8) = 六 
yA (x V3) = (yx) 人 (xz Vy) 
=yA((xAN\x’)Vy= yA 人 Ny =0. 
记 此 x Vy 是 y 的 补 元 ， 从 而 x*V3ES’。 由 于 x/ 是 S' 中 的 
极 大 元 ， 故 有 x' =x Vy， 即 jy 所 x' 八 x=0, 于 是 393=0， 
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由 此 得 x = y。 因 此 x 是 S 的 极 小 元 ， 即 工 满 足 极 小 条 件 . 反 
之 ， 寿 志 满 足 极 小 条 件 , 可 推出 二 也 满足 极 大 条 件 。 因 此 (1) 
与 (2) 等 价 . 

(3) 显然 前 疾 (1)。 若 (1) 成 立 ， 则 (2) 亦 成 立 ， 于 是 工 中 
所 有 链 均 为 有 限 链 。 由 8$5.4 推 论 1 知 艺 是 有 限 维 的 ， 改 (1) 与 
(3) 等 价 ， 量 . 

利用 独立 性 概念 可 证 下 述 结果 ， 

定理 4 ” 设 L 是 有 补 楼 格 ，a 志 bla，65EL)， 则 对 任意 
XL， 和 存在 YE 使 得 x= (xXVy) 八 (x\Va),， 和 且 a 八 y=0， 
aVy=6( 虽 y 是 a 在 6 内 的 补 元 )， 

证 仿 X1= XAa，xXs 是 Xi 在 x 八 6 内 的 补 元 ，%s 是 Xi 在 a 内 
的 村 元 ，y1 是 aV%; 在 5 内 的 补 元 。 易 证 X13，Xi，2%s，1 序 列 
独立 ， 从 而 独立 (85.5 定 理 5) .由 此 推出 x:，x:，xsVyi 独 
. 令 y=%aVyi， 显 然 r 八 y=O，aVy=pb 并且 

(xVy)A 人 人 (xXWa) = (YVXaVyI) A (XV XsV x1) 

= (xVy1) A (XV xs), 

(x Vx) (yiVXs) = x/AbAN (yiV Xa) 

= (Xs VX /AN (yi1VXs) = 0. 
由 $5.5 推 论 2 得 : 

(XVY)ANXV Xs) =xV (yANXs) = x VO= wx. 
疏 xX=(xVy 人 N(x Vo. 
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1. 设 L 是 有 补 模 格 ，a: EL(i=1，2，*…，s)，a,' 是 a 的 
福元 ，q = a -INas(R=1，2，…，35). 各 oo = Oa 
<asy 证 朋 ， di d,, ”9 ds 镍 六 ， 并 日 Gs = diVdV"“V 
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d's. 

2. 利 用 练习 1 的 结果 证 朋 有 补 模 格 是 相 尘 有 和 补 格 . 

3. 在 有 补 模 祝 元 中， 若 c 委 5， 证 明 ，x 是 a 在 5 内 的 补 元 
所 这 存在 a 在 工 内 和 的 补 元 a 使 得 x = a 人 2， 


$6.3 透视 性 


设 上 LL 是 有 泛 界 OQ，7 的 格 . 元 大 4，65 EL 上 称 为 透视 的 ， 如 
” 果 它 们 有 一 个 公共 的 补 元 c， 这 时 称 c 是 a，5 的 收视 轴 ， 记 作 
CD. 

若 o， 0 透视 ， 则 区 间 [O，c]，[O， 的 一 定 射影 ， 在 有 
Wi 透视 性 是 反 身 的 和 对 称 的 ， 但 未 必 是 传递 的 ( 例 

， 在 有 限 维 有 补 模 格 中 ， 透 视 是 一 个 等 价 关 系 (定理 
oy 

定理 1 在 有 人 包 模 格 上 中 ， 对 任意 a,，bE 工 ， 

(1) 若 [e， 门 是 过 的 区 间 ， 且 c，2E[e, 门 ， 则 c，85 在 世 
怕 透 视 所 >a，0 在 区 国 子 格 Le， 门 中 透视 ; 

(2) 若 ao 是 co 人 2 在 ac 内 的 补 元 ， 包 是 在 oV8 内 的 补 元 ， 
划 c， 忆 在 区 内 是 透视 的 

(3)[O，o] 与 [LO， 门 射影 所 >a，pD 由 一 列 依 次 延 饥 的 
元 相 和 连接， 即 存 在 ac= xo，Xi …，% = 二 b， 使 得 x; 与 Xiri 是 
透视 的 (=0，1，…，2 一 1)， 

证 (1 ) 设 a, 在 工 中 透视 ，c 为 透视 轴 则 aAc = 
人 c=O0O,，a\Vc=bVc=J, 令 cl=(c 人 门 Ve， 刚 利 图 模 律 
可 证 

aVci=aV (cAf) = (aVo) Nf = 
» 193% 
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a/\ci=a/N\((cAf)Ve) = (aAN\ (cA\)))Ve=e. 
即 c: 是 c 在 区 间 [e， 力 内 的 相对 补 元 。 同 理 ，ci 也 是 2 在 区 重 
Le， 用 内 的 相对 补 元 ， 因 此 a，5 在 区 间 子 格 [Le, 人] 中 透视 . 
反之 ， 若 og，6 在 Le， 采 中 透视 ， 设 c1 E€ [e， 有 是 透视 轴 ， 则 
a/\ci=0/N\c1=e, aVo =0Vci=f. 令 el 是 Ee 在 C1 内 的 外 
元 ， 即 eli\e=O，elVe=c， 易 证 el 人 ae=ei 人 =O，elVa 
=e1 Vb=f. 再 令 c 是 j 在 区 间 [ei， 门 内 的 相对 补 元 ， 则 ei 写 
C 委 1 ，c 作 太 =el，cV1f =7 于 是 

GVc=4GV(eiYc) = (aVei) Ve=f Ve=J, 
a/AN\c= (aAf)N\c=aA\ (fANc) =aN\ei=0O. 

同 理 ，65Vc =1J，b 八 c=O0。 因此 是 o，8 在 工 内 的 公共 衬 - 
元 。 故 a，5 在 工 内 透视 . 

(2) 由 假设 可 知 ai 人 (a 人 6) =D 人 =O，aV (aVb) 
=G，b1Vb=aVb， 由 吸收 律 得 

aq1: Vb=a:V((aAN\b) Vb) =a\Vb, 
Qa/A\b= (ai 人 aoAN 人 =aA(ANAD =O， 

即 2 也 是 @w 在 cY2 内 的 补 元 ， 因 此 ci， 已 在 区 间 [OQ，aV6] 内 ; 
透视 ， 由 (1) 知 它们 在 工 中 透视 

(3) 若 存 .在 一 列 元 素 a= Xos X19 “9 光一 2， 使 得 % 笃 
Xiri =0，1，2，…，1 一 1)， 则 易 见 LO，x] 与 [cl， 杂 
转 置 ， [ci， 门 与 LO，x,+1] 转 置 ， 因 此 [0， Xj 与 CO, 
Xi+I 匡 射影 。 而 射影 关系 是 传递 的 , 故 [LO，dg 与 [LO， 扫 射影. 
反之 ， 若 [O， 四 与 [0， 六 射影 ， 则 存在 一 列 区 间 [O，o]， 
La，01]，*…，[La,，6,]，[O，6]， 使 每 相 邻 两 个 区 间 是 转 
置 的 ， 令 c, 是 a 在 b, 内 的 社 元 4 一 1，2，。。 1), 由 (2) 知 元 : 
素 列 a， C1l9 C29 “**y Cay b 中 每 相 邻 两 个 元 罕 是 透视 的 . I 
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由 定理 1(2) 可知， 在 有 人 补 模 格 中 ， 若 tu，vJ,Lx， 轨 是 : 
转 置 区 间 ， 轴 ，X%i 分 别 是 4 在 v 内 及 x 在 y 内 的 补 元 ， 则 志 ，xr 
迅 视 . 

推论 1 在 有 补 模 格 中 ， 

(1) 寿 透 饮 关系 是 传 递 的 ， 则 oo 2 透视 所 > [O，o]， 
[COC， 引 射影; 

(2) 知 ac<2， 则 o 与 5 不 透视 ， 

证 (1) 显然 。 设 o< 20. 车 ac， 则 c 人 人 c=DAN 人 c，aVe. 
=bVYc， 由 $5.4 定 理 1 得 a= 5b， 矛盾， 因此 (2) 成 立 . 目 

为 了 说 有明 在 一 般 格 (甚至 有 补 模 格 ) 中 ， 透 视 性 不 满足 传 
递 律 ， 先 证 明 下 述 结果 ， 

定理 2 设 广 是 数 域 上 的 向 量 空间 ，.A4，B 是 人 的 任意 
于 空间 .大 A 站 B= {0} 且 .A4，B 维 数 相 同 ， 则 在 人 广 的 子 空间 
格 及 中 ，A，B 是 透视 的 . 

证 显然 M 是 有 补 模 格 ,由 于 A，B 维 数 相 同 , 因 此 存在 
同 构 映射 0， A>B. 令 

D= {x+0(x)|x € A}, 
则 D 是 依 的 子 空间 ， 并 且 易 证 4ND=BND= {0}，A+D= 
有 + 旭 =B+ DD， 因此 A，B 在 1M 的 区 间 子 格 [O，4VB] 内 是 
透视 的 ， 由 定理 ! 知 4，B 在 M 内 透视 . 上 

例 1 ” 设 矿 是 数 域 忆 上 可 数 维 向 量 空间 ,4C 是 六 的 无 限 
维 子 空间 ， 并 且 B 有 无 限 维 的 补 子 空间 D， 则 BN D=.4ND 
= { 0 }， 且 4， 妨 , 九 维 数 相同 。 由 定理 2 知 在 亚 的 子 空 间 格 
MM 中 ，A 与 D 透 视 ，D 与 8B 透视， 但 是 由 推论 1(2) 知 AE 不 
透视 ， 故 透视 关系 不 满足 传递 律 ， 

定理 5 设 工 是 有 限 维 有 补 模 格 ，p，g,，r，p;EL 是 属 
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子 (=1，2，。…，7j7) . 
(1) 闪 Pp 二 gq， 则 p，4q 透 视 寺 > pVg 含 有 第 三 个 原 于 ; 
(2) 若 p，g 透 视 ，g,r 远 视 ， 则 p，r 透 视 ; : 
(3) 于 9g 太 Pi Vpso VVpa， 则 存在 某 一 p,(1 硅 7 竺 mm) 
使 得 9 与 p ,透视 ; 
(4) pis pas pnfHN < pis pos ,pm 两 两 互 不 透 饿 
证 (1 ) 设 pceqg，p 志 gq， 则 pVc=qVYc=pVaqVc 窗 族 
c(§5.1 推 伦 8),， 令 s= (pVgq) 八 ce， 由 维 数 公式 
h(s) =h(pVa) +h(c) -hh(pVgvVoe) 
=h(pVa) +h(c)— (h(c)+ 1) 
=2--1=1， 
夫 此 s 是 原子 ， 显 然 spVg， 且 :三 p，s 丰 g， 反 之,， 若 pVg 
含有 第 三 个 原子 s， 利 用 维 数 公式 可 知 pVs=qVs= pVg， 
jNS=9ANAS=O. 因此 ss 是 p，9 在 区 间 LO，pVQj 内 公共 的 
相对 补 元 ， 由 定理 1 知 p，g 在 工 内 透视 . 
(2) 设 p，9 人 远视 ，9，? 透 视 . 不 炉 假定 p，9，? 两 两 不 
闻 ， 则 由 (1 ) 知 存在 异 于 p，g 的 原子 s 及 异 于 gq，r 的 原子 t， 
使 得 :二 pVq，t<qVYVr. 兰 s =t 或 q 三 pVr， 由 (1) 知 p，? 通 
视 . 设 st 且 q 丰 p\Vr， 则 / 
h(sVi) =h(p\Vr) =2, 
h(sVtVpVr) <h(pVaVr) = 3， 
令 w= (s VDA (pVr),， WN 
hlw) =h(s\Vt) + h(p\Vr) ~ hl(s VtVpV?r) 
宇 2+2-3=1， 
因此 w 含 有 原子 4， 显然 usVt， 且 wp Vr， 着 4= p， 则 
4d<pVaq=pVs<sVt, 于 是 gVr=qVi<sVt, pVaVrs 
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sVti.， 此 与 1(p\VqVr) = 3 矛盾 ， 因 此 4 在 p， 辐 理 ， 2 二 
故 加 7 了 透视， 

(3) 由 §5.3 定 理 3， 不 妨 设 P.，ps，*…，ps 儿 立 ， 对 m 使 
用 数学 归纳 法 . 当 m = 1 时 ， 结 论 显然 成 立 ,， 假 设 结论 对 于 
m 一 1 的 情形 已 经 成 立 ， 若 gq = pl 或 gq 所 pV…YV pn， 则 结论 
成 立 。 没 gq 三 pi 昌 g 丰 pVrrVpnm， 则 

qVpsV"* VapiVPbs VV pa, 
且 两 者 同时 覆盖 p。\V'**'\V pa(85.1 推 论 8)， 因此 
qVpsV'" Vpbn=piVbe VVPn. 
显然 。 gq 人 (ps VVpn) = PAN (ps VV" Vpn) =O, 
即 加 V…V pm 是 9，pPi1 在 区 间 L[O，p1 Vps VVpm] 内 公共 
的 祖 对 外 元 ， 由 定理 1 知 g9， 力 透视 . 
(4) 由 (1) 知 必要 性 成 立 ， 下 证 充分 性 . 设 pi， pb，， 
“Fm 风 两 互 不 透视 .对 任意 p;、 由 (3) 知 必 有 
Pi 不 pi Ve VPsi-i VPiriV "Vbns 
从 而 py/N\ (Cpr Ve VpPs-iVPitiV'" Vpn) =O, 
下 Di， ps，"…，pn 手 这, 莉 
由 上 述 结 末 可知， 在 有 限 维 有 补 模 格 中 ， 原 子 间 的 透视 
关系 是 等 价 关 系 ， 因 此 全 体 原子 可 依 透 视 关 系 分 成 一 些 等 价 
类 ， 不 间 的 等 价 类 的 个 数 是 有 限 的 ( 志 工 的 维 数 ). 
定理 4 设 艺 是 有 跟 维 有 社 模 格 ,已 ， 瑟 ，…, 达 * 是 了 中 
原 于 元 的 透视 等 价 类 . 人 Se:=V p, L;=[LO0, el], Wie ,e;,, 
…，e@s 是 独立 的 ， 并 且 工 衬 L iL 2 上 。， 
证 右 e1， C29 "°°, es 不 独 了 这 ， 不 妨 设 el 八 (e, Ves) 
二 O， 则 存在 原子 p& 工 、 使 得 p 所 e1 且 oe, Vee,、 由 定 


理 3(3) 知 有 蘑 个 (2 所 j 志 s) 使 gE BN EE,， 矛 剧 ， 因 此 el， 
ee 独立， 由 86.2 定 理 2 知 ， 区 中 任意 元 c 可 表 为 原子 
的 并 ， 由 此 易 证 元 是 由 区 间 忆 ,= 1，2，”“…，3) 生 成 的 格 . 


因此 由 $5. ;推论 ; 知 L 衬 1 Ll 

推论 2 ” 设 工 是 有 限 维 有 补 模 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 : 

(1) 工 是 简单 格 ， 

(2) 工 是 既 约 格 ， 

(3) 工 中 任意 两 个 原子 p，g 通 视 ， 

(4) 工 中 任意 两 个 原子 p，9 决 定 的 区 间 [O,p],，[O,q] 

证 ”由 $6.2 推 论 2 知 (1) 与 (2) 等 价 。 由 定理 4 知 (2) 蕴涵 

3). 若 (3) 成 立 ; 但 有 非 平 凡 的 积分 解 L =LiL， 设 

pi1EL，p; SEL; 是 原子 ， 汤 见 p= (加 ，0)，9g = (QO，p,) 是 
工 中 的 原子 ， 但 p，g 不 透视 ， 因 此 (3) 弟 涵 (2)， 即 (2) 与 (3) 
等 价 ， 利 用 维 数 公式 易 证 与 原子 透视 的 元 素 仍 是 原子 . 由 
北 知 (3) 与 (4) 等 价目 

定理 5 在 既 约 的 有 限 维 有 补 模 格 中 ， 两 个 元 素 透 视 当 
且 仅 当 它 们 的 维 数 相等 . 

证 ” 设 志 是 既 约 的 有 限 维 有 补 模 格 ，a，DE 工 ， 若 ccb， 
则 coN 人 ec=pANAc=O，avc=pVvVc=7， 因 而 

h(a) =h(1) -有 ec) = 
反之 ， 若 h(a) = RD)， 令 
r=h(a) 一 Ac 人 D) =h(6b) -h(a bb), 

9 1 分 别 是 人 5 在 LO，o] 及 LO， 的 内 的 相对 补 元 .显然 
4 人 =O0. pnD =h(v) =r， 由 $5.3 定 理 2, 定理 3 及 $6.2 定 
理 2 知 存 在 独立 的 原子 pi Py Pp 及 qq，""*s4,， 使 得 
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= pi VPs VV Vp v= qiV9qsV""“Vgq,。 显然 Pi py ( Vis 
了 =1，2，…，Y)。 由 定理 3 及 推论 2 知 p, Vg 含有 第 三 个 原 
子 访 ， 并 pvt 一 qs Vi 一 p:\Vq (i=1，2，**…%，?)， 易 见 
二 加， 力 狸 这。 于 是 
a Vti Vts Ve Vt = (aAb) VuVii Vi VVt, 
= (a/\b) V piVit Vp ViaV'* Vp Vt, 
= (aA\b)V pi Va Vp Vg VVPrVgq 


= (aA\b) Vu Vv=aVo, 
和 由 维 数 公 式 得 
h(aViiV Vt,) =h(aV6b) = h(a) +1(6) -h(a 和 \b) 
=h(a) +r 


=h(a) + h(t Vi VVt,), 

因此 h(a 人 (tf Vi VVt,) ) = O, Bla 八 (fi Vi VVt,) = 0. 
所 以 Vi。 V。…Vt, 是 a 在 LO，aV6] 内 的 相对 补 元. 同 理 ， 
ViaV…Vt. 也 是 6 在 [LO,aV 的 内 的 相对 补 元 . 由 定理 1 知 a， 
4 在 上 内 透视 . 目 

由 上 述 结 采 可 知 ， 在 既 约 的 有 限 维 有 人 补 模 格 中 ， 透 视 关 
系 是 传递 的 ， 因 而 是 等 价 关 系 . 这 在 任意 的 有 限 维 有 补 模 格 
中 也 是 对 的 ， 

定理 6 ”在 有 限 维 有 人 补 模 格 中 ， 透 视 关 系 是 传递 的 ， 因 
拖 是 等 价 关 系 .， 

证 设 上 是 有 限 维 有 补 模 格 。 由 36.2 推 论 2 不 妨 设 
虐 = LiL…Ls， 工 :为 非 平 凡 的 妈 约 有 限 维 有 补 模 格 。 对 工 中 
任意 两 个 元 素 4= (gl， aa，。。 Ga), 6= (bi, bs ***, bs) 
(gs 2， EL ;=1，2, 9 3S) ， 易 证 ca， 2 透视 < 拓 >0， 0: 在 
二 中 透视 (Vi= 1，2，…，s)。 由 于 忆 ， 中 透 视 关 系 是 传递 
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芍 ， 因 此 志 中 亦 然 . 故 透 视 关 系 是 二 的 每 价 关 系 . 国 

由 推论 1 直接 得 

推论 5 ”在 有 限 维 有 补 模 格 中 ， 元 素 c，0 透 视 拓 > 区 间 
[O，cj，[O，D] 射 影 、 国 


练 习 


1. 设 L 是 有 补 模 格 ，N 是 LL 的 理想 ， 且 满足 性 质 ， 

《x ) ”对 任意 a。，4b EL， 若 a，b 透 视 且 a EN， 则 bEN 

证 明 ， 如 下 定义 的 元 的 二 元 关系 4 

Xx 三 y(mod 0) < 所 > 在 在 aE N 使 得 x\Va= yVa 
是 格 同 余 关系 .反之 ， 若 0 是 L 的 格 同 余 关 系 ， 则 

K(0)={xixEL, x=0(mod 0)} 
是 工 的 理想 ， 且 具有 性 质 ( x ). 

2. 证 明 ， 在 有 补 模 格 过 中 ， 理 想必 是 中 立 的 (如 入 在 理 
想 格 已 中 是 分 配 元 ) 当量 仅 当 入 上 其 有 上 述 和 性质 (x*)。 由 此 得 出 
的 格 同 余 关系 一 一 对 应 于 工 的 中 立 理想 ， 

3. 在 定理 1(2) 中 ， 具 体 找 出 ai， 已 的 一 个 透视 轴 . 

4. 设 L 是 有 限 维 有 补 模 格 ，p:，g EL 是 原子 (i = 1，2， 
pi pi pi 是 诺 P; 中 所 有 与 9 透视 的 原子 .证 
有 明 ，a 志 pp,V pvV Vb.<>aep, VP VVp. 

5. 在 定理 4 中 证 了 明 ，aEZ 是 中 心 元 所 >a 是 车 干 ei 之 
并 . 


8 6.4 几何 格 与 模 儿 何 格 


首先 引入 原子 格 的 概念 ， 
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设 过 是 一 个 有 GO 的 格 ， 若 工 中 每 一 个 非 零 元 素 都 是 一 些 原 
子 的 并 ， 则 称 工 为 原子 格 ( 或 点 格 ). 

由 6,1 推论 1 和 定理 2 可 得 

推论 ] 涡 足 极 小 条 件 的 分 段 有 人 外 馈 ( 特 别 ， 有 限 长 季 相 
对 有 补 格 ) 是 原子 格 ， 贡 

推论 2 ” 若 志 是 有 限 长 的 上 半 模 格 ， 虽 下 述 条 件 等 价 : 

(1) 二 太原 闻 格 ; 

(2) 世 是 相对 有 补 铬 ; 

(3) 工 是 he 加 


由 $6,2 定 理 

推论 3 加 是 有 限 长 入 则 下 述 条 件 等 价 ， 
《1) 志 是 原子 格 4 

(2) 忆 是 有 补 格 ; 

(3) 了 是 相 尘 在 让 格 ; 


(4) 工 是 分 段 有 站 格 ， 

(5)7 了 是 原子 从 兴国 

有 有限 长 的 上 半 梳 原子 烙 叫 做 几何 格 ， 有 限 长 的 模 原 子 格 
串 做 寞 几何 格 . 

由 以 上 结果 可 知 

定理 1 设 工 是 任 壮 格 ， 则 

(D 工 是 几何 格 < > 是 有 限 长 的 相对 右 补 上 半 模 格 ， 

(2) 志 是 横 几 何 巾 <> 了 是 有 限 长 的 有 补 模 格 . 

证 明显 然 . 国 

推论 4 ”任何 几何 格 ( 模 几何 格 ) 可 唯一 地 ( 同 构 意义 下 ) 
分 解 成 有 限 多 个 简单 的 几何 格 ( 模 几 何 祝 ) 的 积 ， 

证 下 8$6.1 定 理 4( 8 6.2 推 论 2) 直接 可 得 . 量 
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关于 有 限 长 的 原子 格 ， 有 下 述 结果 ， 

定理 2 设 志 是 有 限 长 的 原子 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 

(1) 工 是 几何 格 ， 

(2) 上 是 上 半 模 格 ， : 

(3) 对 任意 x，yELK， 若 x* 八 y<《x， 则 yA<xVy; 

(4) 对 任意 a EL 及 原子 pEL，pMas 

(5) 对 任意 a EL 及 原子 p€EL， 若 pb 在 a， 则 aAaVp ， 

(6) 对 任意 aEL 及 原子 p,，9EL， 若 a<aVgqaVp， 
则 a Vaq=aV bp; / 

(7) 原子 的 序列 独立 是 对 称 的 ， 

证 ”由 定义 及 $5.1 定 理 3 可 知 (1) < (2) <=> (3) ,由 
3 5.3 推 论 3 知 (2) 过 > (7) 成 立 ， 设 (7) 成立，p,q EL 是 原子 ， 
aE€L， 日 4:<aVg<aVp， 车 a=O0, 显然 aVqg=aVp. 车 
oO0， 则 存在 独立 的 原子 pr，*"…，p:， 使 得 a= pr VPs VV 
Vp,. 由 于 (aVp) 人 aqa= 40O, 因此 pi ps "pb.» pb, 人 
非 序 列 独 立 ， 从 而 轧 ， ja 六 9 b 也 非 序 列 独 立 . 
由 a 过 a Vg， 9 是 原子 ， 易 证 ao 信 9=0， 于 是 pis bes "**, 
Pr 4 序列 独立 ,出 此 推 得 (aVq) 八 p 关 OO (否则 将 导 出 pi spss、 
9 p,q, 了 序列 独立 ， 逆 硝 ). 因此 

(aVq) NANp= paVg<aVp, 

从 而 aVp=aVq， 故 (7) 二 (6) 成 立 ， 设 (8) 成立,a,pEL, p: 
是 原子 ， 若 加 地 a， 则 ao<aVb，、 如 果 有 8 EL, a<b 寺 aVp， 
不 妨 设 b = gi V9qs V…VYV9，9iE 了 是 原子 和 =1，2，…，7)， 
则 在 在 9; 使 得 qj 不 a.， 于 是 a<aVg,<b<aVp, 由 (6) 得 
aVp=aVgq;=b、 因 此 a<xaVp， 从 而 (6) 葡 涵 (5)。 设 
(5) 成 六 .a，pEL，p 为 原子 。 着 p<a， 则 由 85.2 推论 L 
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rm 了 je 
Tk a 


NpMa. 若 p 丰 a， 则 对 任 悉 的 大 0， t<p\Vt, pVi#¥aN\ 
(pV .显然 JSeo 人 (VD 和 pi 因此 coANA(DVD = (a 人 让 
Vt=t. 由 §5.2 定 理 2 知 pMa， 故 (5) 蕴涵 (4) . 最 后 设 
(4) 成立， 任 取 x，yE€L， 若 x 人 yy 到 x， 则 存在 原子 DEL， 
Pp 志 x 但 p 丰 x 八 y， 且 x= pV (x 八 y)， 若 有 0EL 使 得 y 志 0 所 
xXVJy， 显 然 yVb< 和 DVD 和 xVy。 由 于 
x= pV (xAY) ExA (pVY) pVy, 

因此 yVp=bVp=xVy. 若 p 所 6， 显然 5=xVy. 若 p 丰 b， 
则 p 信 5= O， 此 ycE[Lp 人 上，! 又 由 (4) 知 pM6b6.。， 下 
$ 5.2 定 理 2 得 y=yV(pAND = (VW 人 =8、 由 此 知 y 一 
xV3， 故 (4 克 涵 (3) ， 遇 

竺 别 地 ， 对 于 有 限 长 的 相对 有 补 格 (或 分 民有 补 格 )， 定 
理 2 的 结论 为 真 . 


练 习 


1. 设 G 是 一 个 几何 格 ，P 是 G 的 所 有 原子 组 成 的 集合 。 
证 明 。G 的 子 集 
2(P) ={V.g 1 SP) 


(作为 子 偏 序 集 ) 是 一 个 几何 格 ， 

2. 设 L 是 几何 格 ，o，6b6，cEI。，6。，c 是 a 的 补 元 且 
CC 和 8，。 洛 aAM0， 证 明 ，0= ec 

3 证明， 在 一 个 几何 格 G 内 ， 若 原子 间 的 透视 关系 是 
传递 的 ， 则 G 是 模 的 . 

4。 证明 ， 几 何 格 的 区 间 子 格 是 几何 格 ， 几 何 格 的 积 是 
几何 格 . 
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$6.5 射影 几何 


所 谓 一 个 射影 空间 是 指 由 一 个 集合 已 ( 其 元 素 岂 做 点) 友 
达 的 某 些 子 集 ( 称 为 线 ) 所 组 成 的 一 个 夭 统 ， 潢 足以 下 公理 : 
PG1， 两 个 不 同 的 点 p，9 属 于 且 仅 属于 一 条 线 ( 称 为 由 
2， 9 决定 的 线 ;; 
人 PG2， 若 a，6，c 是 不 共 线 的 三 个 
点 ，d. e 是 不 同 的 点 ， 并 且 6，c，d 共 
线 ，c，a，e 其 线 ， 则 存在 点 /使 得 a， 
bp，f 共 线 ， 旦 4d，e，f 共 线 (参见 图 
6.5.1); 
图 6.5.1 PG3. 每 条 线 至 少 含 有 三 个 不 同 的 
若 S 是 PP 的 子 集 ， 且 对 任意 线 !， 当 /包含 S$ 中 两 个 个 辐 局 
时 ， 则 [必定 整个 地 含 在 S 中 ， 这 时 称 S 为 P 的 一 个 身影 子 空 
可 (简称 子 空间 ) 
特别 地 ， 空 子 集 名 及 单 点 集 {p}(Y PEDP) 都 是 于 空间 . 
易 证 任意 多 个 子 空间 的 交集 仍 是 一 个 子 空间 .任何 一 个 里 有 影 
子 空间 连 问 它 所 包含 的 线 ， 也 构成 一 个 射影 空间 ， 
可 以 递归 地 定义 射影 空间 的 “ 维 ”. 
称 由 一 个 点 构成 的 射影 空间 是 零 维 的 ， 每 条 线 是 一 维 
的 ，…， 假 定 n -1 维 射 影 空间 已 经 定义 ， 则 称 射 影 空间 5 是 
n 维 的 当 且 仅 当 存在 一 个 一 1 维 子 空间 7SS 及 一 个 上 皇 a Eo 是 
cET， 使 得 S 中 每 一 个 点 属于 a 与 ?中 基点 所 决定 的 线 上 . 
特别 地 ， 规 定 儿 的 维 是 ~- 1. 2 维 射影 空间 通 稍 叫做 一 
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个 射影 平面 . 

射影 空间 与 模 几 何 烙 有 密切 联系 

定理 1 设 P 是 一 个 n 维 射影 空间 ， 儿 (PP) 是 全 体 财 影子 
空间 组 成 的 集合 ， 关 于 集合 包含 关系 ，(P) 成 为 一 个 n+1 
” 维 简 单 模 几 何 格 . 

证 易 见 (2Y(P) ,三 ) 成 为 格 ， 其 中 若 4。 万 ECP) , 则 

AM\B= ANB, 
AVB=N{C|ICES(P), ACCEHEBEC). 

显然 当 4= 名 时 ，A\VB=B. 当 4 关 好 ,有 大好 时 ,4V 及 等 于 
所 有 相 寞 两 点 p，9g EE AUB 所 决定 的 线 的 并 集 . 所 有 单 点 集 
{p}(pEP) 是 之 (P) 中 的 原子 .名 (P) 是 长 为 ?+1 的 原子 
格 。 若 A4，BE%(P)，BSCA, 任 取 pEA 八 (BVC)， 则 
pE€ A 有 HpEBVC，、 如 果 p€B 或 pEC， 则 PEBYV (A 人 CO). 
如 未 pEB 有 HpEC， 则 存在 6€B 及 c EC 使 得 p，4b，c 共 线 . 
另外 pE€ A4，65EBSCA，p 关 56，.A 是 子 空间 ， 因 此 cE€A 八 C， 
从 而 bpE€ BY (A 八 O0) .由 上 述 可 知 4 八 (BVO)SBYV (4 八 0)， 
再 由 模 不 等 式 知 A4 八 (BVC)=BVYV(A 八 0). 故 22(CP) 是 模 
属 ， 从 而 是 n+1 维 模 几 何 格 .由 $6.3 定理 3, 推 论 2 及 PG3 知 
(PP) 是 简单 客 . 目 

定理 2 ” 设 G 是 一 个 长 为 gp(5>1) 的 简单 模 几 何 格 ， 书 是 
G 的 所 有 原子 组 成 的 集合 .规定 G 中 每 个 维 数 为 2 的 元 素 入 
所 含 的 原子 组 成 的 已 的 子 集 叫 做 线 ， 则 己 以 及 这 些 线 构 成 一 
个 n -1 维 射 影 空 间 ， 并 且 书 的 子 空 间 格 .2 ( 忆 ) 与 G 同 构 . 

证 显然 两 个 不 同 的 点 (原子 ) 决 定 唯 一 的 一 条 线 ( 即 ba 
所 含 的 原子 ) ,因此 PG1l 成 并 设 有 不 共 线 的 三 点。，656，c( 见 
图 6.5.1)， 者 有 相 异 两 点 qd，e 使 得 2，c，d 共 线 ，c，a，e 共 . 
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线 ， 即 dq 委 !Vc，e 委 aoc， 利用 维 数 公式 可 证 
h ((dVe)A\(aVb)) =1, 
因此 f= (d\VYe) 八 (aV6) 是 原子 ， 妈 f EP,， 且 f<aVb. 于 
是 PG2 成 立 ， 由 于 G 是 简单 格 , 易 见 PG3 成 立 ， 故 P 是 一 个 射 
影 空间 .显然 的 子 集 S$ 是 & 维 子 空间 当 且 仅 当 S$ 恰 是 GG 中 其 
个 8 ++1 维 元 素 和 所 包含 的 全 部 原子 (证 明 留 给 读 者 )， 此 已 
是 n 一 1 维 射 影 空间, 令 pg: C->2(P)， 使 对 任意 和 EC， 
p(X) = {p11pEPHp<A}， 则 wp 是 格 同 构 映 射 (证 明 贸 作 综 
习 ). 
由 以 上 可 知 ， 一 个 简单 模 几 何 格 本 质 上 是 一 个 射影 经 

间 . 
称 d 维 (人 q>1) 简单 模 几 何 格 为 gd 一 1 维 射 影 几 何 . 
由 $6.3 推 论 2 直接 可 得 

定理 5 设 忆 是 维 数 大 于 1 的 模 几 何 格 ， 则 下 述 条 件 等 
价 : z 

(1) 工 是 射影 几何 ， 

(2) 工 是 简单 格 ， 

(3) 革 是 是 既 约 格 ; 
《4) 工 的 所 有 原子 彼此 透视 ; 
(5) 在 中 只 有 泛 界 0O，7 的 补 元 唯一 ， 
证 呈 须 证 (2) < 所 > (5)。, 设 上 L 是 简单 格 ， 则 工 中 任意 两 
个 原子 透视 阁 a EL， 且 4a 到 OQ，1，a /是 a 的 补 元 易 知 
a 站 O0，1. 显然 存在 独立 的 原子 Ps PpP2s “**» Pre Prtis 
“0 Des 使 得 / 

a= pVps VVp a = priVpPrtrsV Vb, z 
由 于 Pi，p,+i 透 视 ， 因 而 pVprri 含有 第 三 个 原子 9， 使 得 
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Pr'Va=p,r+iV9= 加 tr。 由 此 可 知 oy =qVpb,rsV'"Vpbs, 
也 是 a 的 补 元 ， 并 且 a* 去 a*， 即 (5) 成立， 反之 ， 设 (5) 成 
立 . 若非 简 单 格 ， 则 工 亦 非 既 约 格 , 因 此 有 积分 解 L= 工 ,Ls. 
显然 (0,，7) =aEL 的 补 元 唯一 , 但 o 关 0， 了 I. 与 (5) 了 矛 
慎 。 故 LL 是 简单 格 . 目 

由 $6.3 定理 4 易 知 长 为 1 的 简单 模 几何 格 是 仅 含 两 个 
元 的 Boole 格 (Boole 代 数 )。 长 大 于 或 等 于 2 的 简单 模 几 何 
格 是 射影 几何 .因此 由 $6.4 推 论 4 直 接 可 得 

定理 4 任何 模 几 何 格 是 一 个 Boole 格 与 一 些 射 影 几何 的 
积 . 是 z 

设 D 是 任意 除 环 ，V,(DD) 表 示 D 上 上 n 维 向 量 空 间 ， 则 
矿 。( 疙 ) 的 全 体 癌 量子 空间 组 成 的 集合 依 集 合 包含 关系 构成 一 
个 格 ， 叫 做 广 . (D) 的 子 空间 格 . 

定理 5 ” 除 环 D 上 n 维 向 量 空间 (DD) 的 子 空 间 格 是 ? 维 
简单 模 几何 格 ， 即 ?2- 1 维 射 影 几 何 . 

证 明 留 作 练 习 , 秆 

设 A 是 ,(D) 的 一 个 向 景 子 空间 ，5 EV,(D) ， 称 VY,(D) 
的 于 集 

s+A={é+7 | 7€A} 

为 4 对 于 5 作 的 平移 ， 称 这 种 形式 汐 子 集 为 FF,(D) 的 仿 射 于 
空间 . 

特别 地 ， 规 定好 也 是 仿 射 子 空 间 。 显 然 任 意 多 个 仿 射 子 
健 间 的 交集 仍 是 仿 射 子 空间 . 

者 5 7E 太 (站 )， 适 合 条 件 和 +4=1(A，HAEDD) 的 线性 
组 合 信 二 40 叫 做 向 量 5，2 的 一 个 仿 躺 组 合 。 容 易 证 明 下 述 

定理 6 设 D 是 特征 不 为 2 的 除 环 ，sn 是 六 于 1 的 整数 ， 
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, 则 所 ,(D) 的 非 空 子 集 8 是 一 个 仿 射 子 空间 当 且 仅 当 B 具 有 性 质 
《Ce) 春 6 7€B， 则 5，w 的 仿 射 组 合 和 E+J1TEB ()， 
ED, Atu=1). 

证 必 受 性 显然 ， 下 证 充分 性 。 设 3 具有 性 质 (* )， 任 
取 6 EB,， 令 4={b-5 bEB}. 显然 4 天 名 .对 于 .4 中 任意 
当量 a, = 6 xz = bs —é& (bs b, € 8B), 及 ci， cz ED, 易 
证 
R=cb1t (ll-c)EEB, P=cb,t+ (1 -cEEDB. 
于 是 y=Fa+38EB, 327?-EEB. 

CIQ1 + CsQ2 = (2»7-68) 一 上 ECG.4 

因此 44 是 一 个 向 量子 空间 ， 并 且 8 是 4 对 于 的 平 黎 ，、 即 B 是 
仿 射 子 空间 ,和 
如 果 D 的 特征 为 2， 上 述 结论 不 真 . 
/ 推论 | 六 ,4D) 中 (已 的 特征 关 2) 所 有 含 原 点 ( 即 零 向 
量 ) 的 念 射 子 空间 恰 是 这, (D) 的 全 体 向 量子 空间 ， 

让 明 留 给 读者 . 目 | 

下 面 给 出 一 类 非 模 的 几何 格 ， 

定理 7 让 妃 是 除 环 ，2 维 向 量 空 间 大. (CD) (n>1) 的 全 
体 仿 寺 子 空间 关于 集合 包含 关系 成 为 一 个 n+1 维 非 模 的 几 
.条 格 ( 称 之 为 n 维 仿 射 几何 ). / 
证 令 F 表 示 记 ,(D)[ 的 全 体 仿 射 子 空间 组 成 的 集 合 ， 显 
然 (F，S) 构 成 一 个 格 ， 设 4，3EF， 则 存在 向 量子 空间 
A’，B’， 合 得 4，B 分 别 是 由 A’，B' 作 的 平 黎 . 饭 证 在 格 
由， 上 B 模 访 A 当 日 仅 当 B8 覆盖 A’ .再 利用 定理 6 可知， 当 
-4， 吕 有 公共 下 邻 时 ， 必 有 公共 上 邻 ， 因 此 中 是 上 半 模 格 。 
对 任意 5EV.(D)， 单 点 集 {E} EE， 并 且 是 格 F 的 原子 ,由 
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此 可 知 了 是 原子 格 ， 且 其 长 为 ?+l， 即 已 是 z+l 维 几何 
格 . 任 取 , (D) 的 二 个 向 量子 空间 A4，B， 使 得 在 格 玉 中 ， 
堆 空 间 是 4 的 下 邻 ，4 是 有 的 下 邻 ， 取 一 向 量 上 E 刀 -4， 令 

=6+A， 则 A E88， 并 且 萄 证 B 是 4，A 人 的 公共 上 久 . 
但 是 4 八 4= A 人 由 4= 名 ， 因 此 A 与 4 无 公共 下 邻 。 故 fF 是 
n+1 维 非 模 的 几何 格 . 对 


练 。 可 


1， 试 证 ， 在 一 个 有 限 长 的 简单 模 几 何 格 ( 即 射影 几何 》 
由， 所 有 的 线 包含 点 的 个 数 相同 ， 

2， 证 明 :， 寿 一 个 模 几 何 格 中 所 有 线 包 含 点 的 个 数 相同 ， 
则 它 是 一 个 射影 几何 或 有 限 Boole 格 . 

3. 证 明定 理 2 中 最 后 的 断言 ， 

4. 补 证 本 节 推 论 1. 

5， 证 明 ， 任 瑟 多 个 仿 射 子 空间 的 交 嘛 仍 是 一 个 仿 射 子 


6， 议 已 = 2 是 特征 为 2 的 素 域 . 证 明 : 
(DV 了，《Z;) 的 任意 子 集 刀 都 适合 定理 6 中 的 人 性质 (*); 
(2 21) 上 任意 三 元 子 集 都 不 是 仿 射 子 空间 . 


$6.6 分 类 格 代数 闭 子 域 


本 六 介绍 两 类 重要 的 几何 格 。 首先 考虑 分 类 格 . 
设 3 是 一 个 非 空 集合 ，r (S$) 表示 8 上 所 有 等 价 关 系 (或 S 
的 分 失 ) 组 成 的 集合 . 对 于 任意 p，zrEr(S)， 规 定 
DO 和 Te>VYVa， pcCw，a0b 戎 肖 crp， 


铀 (re)， 到 ) 成 为 一 个 格 ， 称 之 为 集合 上 的 分 类 格 ， 

我们 约定 ，pEr(G9) 既 表示 4 的 一 个 等 价 关 系 ， 也 表 承 
击 p 决 定 的 S 的 分 类 . 不 难 证 明 以 下 事实 ， 

(1) 在 分 类 格 x (9) 中 ， 相 等 关系 是 零 元 ， 全 关系 是 单位 
JILs z 
(2) 厦 p，rEn(S)， 则 p 所 车 >r 的 等 价 类 是 经 合并 p 的 
灌 干 等 价 类 而 得 到 ， 

(3) p+ 志 >r 的 等 价 类 是 由 p 的 等 价 类 中 仅 合并 其 中 两 
类 而 得 到 ; 

(4) 和 苍 p， Tt 的 等 价 类 分 别 为 p= Ajow， T= {B,}yer, 
WpAr= {A NB,}sen, yz (去 挥 空子 集 )， / 

由 此 可 证 

定理 ] 集合 S 上 的 分 类 格 x (5) 是 完备 的 上 半 模 格 . 

证 显然 (x (S)，<) 是 完备 格 . 设 p 关 + 有 公共 下 邻 
《p，z ?cro)) . 记 {4, 11ET} 是 y 的 等 价 类 (7 为 指标 
集 )， 则 存在 i，7，k，1ET， 使 得 {i， 门 关 {8,，1}， 且 

{(B}U{A, [1ET -ti 站， 其 中 B= A,U A 
{D}U{A, |t1ET -{k, 0}}， 其 中 D=.4,U 有 4， 
分 别 是 p 与 的 等 价 类 . 车 BND= 名 ， 则 5 的 分 类 
Q={B, DIU{A, |1ET-{i, j, h, 1}} 
是 p，7t 的 公共 上 邻 。 若 BN D 关 名 , 令 C =BUD， 则 S 的 分 类 
={C}U{A, |1ET-{i, 7 k, 1}} 
是 P，z 的 公共 上 邻 . 故 r(9) 是 上 半 模 格 ， 国 

ee 人 二 于 的 有 限 人 合 ， 则 分 类 格 r(o) 也 记 作 

。 显 然 有 以 下 事实 ， 

(5) 车 p 将 5 分 成 的 等 价 类 个 数 记 为 1(p)， 刚 p 在 分 类 
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格 x, 中 的 维 数 h(p) =m -1o)， 从 而 mm 是 长 为 8-~1 的 分 次 
格 . 
(6)p 是 x 中 的 原子 所 字 0 的 所 有 等 价 炎 中 ， 有 上 用 仅 有 
一 个 类 是 二 元 子 集 ， 其 余 皆 为 S 的 单元 子 集 ， 由 此 可 和 有 是 
鼠 了 于 属 . 

结合 定理 1 则 有 

定理 2 2 个 元 素 的 有 限 集 上 的 分 类 格 xm 是 长 为 8~1 的 
几何 格 . 国 

图 6.6.1 给 出 了 zs 的 示 图 。 其 中 

S ={1，2，3，4]j， 

O=pis5s04={{1}, {2}, {8}, {4}), 

T= ps={{1, 2, 3, 4}}, ps={{1, 2}, {3},{4}}， 

pi1zs={{1, 2, 3}, {4}}, p12 534 = {{1, 2), {3,4}}，, 
其 余 pis，pPiss Pzsss P24s Pses Piz4s Pis4s Pzssl Piss249 
p323 等 可 相仿 给 出 ， 


在 代数 数论 中 产生 一 种 与 rs 不 同 的 几何 格 . 

设 上 是 一 个 域 ( 即 忆 是 交换 除 环 )， 玉 是 上 的 子 域 . 任 取 EE 
的 于 集 3?， 用 所 (S) 表示 E 的 包含 F 与 $ 的 最 小 子 域 ， 称 为 次 
加 SS 于 Ff 得 到 的 扩 域 . 当 S = {a1, C2 """, xj 是 有 限 集 时 ， 
称 让 (S) 是 的 有 限 扩 张 并 记 作 

F(S)= F(a Qs, ***, 0,). 

符 别 地 ， 厂 (Q) 出 做 添加 & 于 fF 得 到 的 单 扩 域 、 如 果 存在 
FF 上 的 多 项 式 p(x) 使 得 p(a) = 0， 则 称 a 是 F 上 的 一 个 代数 
元 ， 人 否则 aHU 做 上 的 超越 元 (或 代数 无 关 元 )，E 的 子 集 SIM 
做 在 站 上 代数 无 关 的 当 且 仅 当 任意 eo ES 是 FF(S-t{a)) 上 的 
超越 元 。 若 的 扩 域 上 中 每 一 个 元 素 a 都 是 上 的 代数 元 
则 称 记 是 下 的 代数 扩 域 (或 代数 扩张 )， 否 则 EH 叫做 下 的 超越 


扩 域 (或 超越 扩张 )， 若 任意 a EB 下 都 是 FF 上 的 超越 元 ， 


区 是 的 纯 超 越 扩 域 下 也 叫做 五 从 代数 闭 子 域 ， 特别 
地 ， 大 {Qi， C29 “9 CQ 十 EE 上 的 代数 无 关 集 ， WF (Ca, 
Ca， "0r) 且 扩 甩 缠 超越 扩 域 .任意 域 上 是 自身 的 一 个 代 
数 闭 子 域 . 

定理 5 设 忆 = 玉 (gq/，Q;，…，Q,) 是 域 F 的 有 限 纯 超越 
扩 域 , 则 介 于 下 与 上 之 闻 约 E 的 代数 闭 子 域 S( 风 FESSCE) 的 
全 体 依 焦 合 包 含 关系 成 为 长 +r 的 几何 格 . 

证 记 介 于 fF 与 上 之 间 的 全 体 代数 闭 子 域 集合 为 g， 显 
然 了 ，E E28， 并 且 任 意 多 个 代数 闭 子 域 的 交集 仍 是 一 个 代 
数 闭 子 域 ， 因 此 (8g， 刁 ) 构 成 一 个 完备 格 . 若 石 ，K 覆 盖 SS 
( 态 ，K，S Eg)， 取 a€ 有 ~-S，BEK ~S$S， 则 易 证 

={h | hEEH8h 是 SC(a) 上 的 代数 元 }， 
KK={k | kEEHR 是 SC(B) 上 的 代数 元 }， 
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令 历 ={z | zEE 且 z 是 Sla，B) 上 的 代数 元 }， 则 人 WE8. 
若 有 4E8g 使 得 日 CASWWV,， 取 a€ A4- 昌 则 aEWWV， 因 此 
a 是 S(a,PpB) 上 的 代数 元 , 即 存 在 某 一 个 多 项 式 p(x1，X2，Xs) 
(系数 取 自 S$) 使 得 bp(c，p，a) =0. 由 于 a EH， 从 出 p(a， 

6，o) 中 必 含 有 PB 的 正 数 方 军 ， 由 此 可 知 8 是 Sl(a，a) 上 的 代 
数 元， 也 是 4 上 的 代数 元 ， 于 是 6E A4， 并 且 4= 矿 ， 这 说 明 
了 矿 是 万 的 上 邻 ， 同 理 证 矿 也 是 天 的 上 邻 ， 故 8 是 上 半 模 格 . 

对 于 上 的 任意 超越 元 a EB，F(a) 的 代数 闭 包 

' F(a) ={a| aE€BHao 是 F(a) 上 的 代数 元 } 
是 8 中 的 原子 .车 GE8， 且 FCG， 则 存在 G 在 F 上 的 一 个 


极 大 代数 无 关 集 {y，)》，…，?4} 使 得 G= VF(y,) ,显然 G 


的 维 数 h(G) =t， 因 此 8 是 长 为 r 的 原子 格 ， 从 而 是 长 为 * 的 册 
何 格 . 是 


练 习 


1. 证 明 本 节 给 出 的 基本 事实 (1) 一 (6). 
2. 证 明 ， 有 限 分 类 格 x, 是 模 格 当 且 仅 当 4 志 3. 
3。 坛 证 ， 舍 r 个 元 闪 的 集合 5 的 分 类 个 效 x (n) 适 合 递 推 


公式 ， 
x(n+1) -二 (0)ro (规定 (jjr0) = 1) 


4， 设 > 是 非 空 嘛 合 ，0，0 是 3 上 可 交换 的 等 价 关 系 
(B40 =0 0， 参 见 $1.4). 证 了 明 : 

(1) 在 分 类 和 格 zx (S$) 中 ，0M*0’， 

(2) 由 2 上 彼此 可 交换 的 等 价 关 系 组 成 的 x(S) 的 子 格 是 
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模 格 ; 
(3) 若 0，0/ 在 z(S) 中 是 互补 元 , 则 | 集 ! 合 S SS/0x S/O 
之 间 存 在 1~1 对 应 ， 


up 。 


第 七 章 ”分配 格 


本 章 进 一 步 讨论 分 配 格 的 等 价 定义 和 性 质 ($7.1) ,分 配 
格 的 表示 ($7.2) 以 及 无 限 分 配 律 ($7.3)。 最 后 研究 一 类 特 
珠 的 分 配 格 Brouwer 格 (87.。4) 


§7.1 分 配 格 


分 瑟 格 的 定义 及 基本 性 质 已 在 $ 3.2 中 简单 作 了 介绍 。 
本 节 继 续 这 方面 的 讨论 。 首先 给 出 分 配 格 的 一 些 等 价 条 件 。 
定理 1 设 L 是 任意 格 ， 则 下 述 锥 件 等 价 ， 
(1) 工 是 分 配 格 ， 
(2)a/\(bVe) = (aAb)V (a/N\c)s (Va, b, cEL) 
(3)aV (8 人 ec) = (aVD)A(aVe)s (Va, b, cEL) 
(4) (a/A\b) V (8 人 Nec) V (cA a) 
= (GOVD)A 人 (ggVc) 人 (CCVa)y (Ya，pD，cE7) 
(5)a/\(bVe) (lab VaANc); (Va, b, cEL) 
(6)a/\ (VVe) < (a/b) Vo (Va, 6b, cEL) 
(7) 若 a 人 b=a/N\c, aVb=aVe(lVYa, b, cEL), i 
则 = ec; 
(8) 上 个 仿 五 元 子 格 Ms 与 Ns( 图 7.1.1); 
(9)L 的 理想 格 是 分 配 格 . 
证 由 33.2 定 理 2 及 分 杷 格 之 定义 知 (1) 二 > (2》 


2 a 


图 7.1.1 


<->(3)、 由 $ 3.1 推 论 2 知 (1) <>(5)。 由 3.4 推 论 5 知 (1) 
<=>(9)， 由 35.4 定理 1 与 推论 ! 场 证 (1) 二 > (7) 二 > (8) 。 
显然 (3) 蕴 涵 (4) 和 (6)。 肥 之 ， 厦 06) 成立， 则 
5 人 (bpVc) =G 人 (aa 人 (bec)) 
<aN\((o/A\b) Ve) (ob) Vc， 
即 (5) 成 立 ， 从 而 (3) 成 立 。 奇 (4) 成 立 ， 设 ca。 则 (4) 
中 
/ 左 端 = (a 人 6)V (6N\c) Ve= (aN\b) Ve, 
石 端 = (aVb) 八 (bVc) 人 a=a 人 (6bV 0o)， 
因而 (CA 人 2 Yc =a 八 (bYc)， 改 工 是 模 格 。 现 在 对 任意 a， 
2，cEL， 令 (4) 陈 左 问 为 2 石 端 为 %， 利用 模 律 得 
aaAN = (aA\bANc)V (aA\b)V l(a/N\c) = (GO 人 站 V(cGAN 人 ec) ， 
a/\v=a/A\(aeVo)A(LbV)AcVa) =aN 人 (ec) 
由 于 = 因此 c 人 xx = co 人 vv, 即 c 八 (0Vec) = (a 人 6) V(cA 人 Ac)。 
改 (3) 成 立 . 是 
推论 1 设 L 是 模 格 且 满 足 极 小 条 件 (或 极 大 条 件 ) 。 若 二 
不 是 分 配 客 ， 则 LL 有 五 元 子 格 Ms( 见 图 7,1.1)， 使 得 a,，6, ec 
有 公共 上 邻 e 及 公共 下 邻 了 
216 。 


证 ” 设 志 是 非 分 配 的 模 格 且 满 足 极 小 件 条 。 由 定理 1 焊 
二 有 五 元 子 格 Ms/ (如 图 7.1.2)。 显然 存在 c EL， 使 得 f1 隆 
6 和 al。 荔 见 c= (biA ci) Ya 人 (pi Vci)) G 八 0; 一 QA 人 cl = 了 ;» 
令 

b= (ci/AN\a) V (已 人 (cl Va) ) = Di 人 (cl Va) 9 

c= (a/A\b) Y (eo/N\ (aVb)) =cI 人 (ccVb)， 

e=aVb, f=f | 四 
则 由 》 5.4 推 论 3 及 $5.1 定 理 1 可 知 {ae，6，c，e，f} 构 成 
ZL 的 一 个 五 元 于 客 Ms( 图 7.1.1)， 并 且 在 L 中 ，a，6，c 有 公 
共 上 邻 e 及 公共 下 邻 和 


A 
Ms 


(2) 


图 7.1.2 图 7.1.3 


在 格 二 中 ， 若 区 间 [o， 归 与 [Lo 员 转 置 ，[c 四 与 
Le, 旋转 置 ， 且 o<c<e， 5 和 aq 委 三 ( 见 图 7.1.3(1))， 易 证 
Loe，6j 与 Le，fJ 转 置 ， 右 [是 分 配 格 ， 且 [a，65J 与 Fc， d] 转 
置 ，[c，dj 与 [e， 门 转 置 ， 且 c 委 c，e 委 c，0 和 qd， fd( 见 
图 7.1.3(2))， 令 c =aA 人 jd =6b 八 f. 利用 分 配 律 可 证 
La，81 与 [ec ，d’」] 转 置 ，[c’，d^ 与 Te, 由 转 置 ， 并 且 
d’<b, df, ca, ce. | : 

利用 Dedekind 转 置 原则 ( $ 5.5 定 理 1) 及 归纳 法 容易 证 
明 下 述 
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定理 2 ”在 分 配 格 上 中 ， 两 个 射影 区 间 [a，8]，Le,， fi 
急 可 以 经 过 两 次 转 置 互相 转 黎 、 即 存在 区 间 [e， dj 使 得 
fa，6J，Lc，dj 转 置 ，[c，djJ，[e。，fJ 转 时 ， 并 且 在 映射 
Xr (XVc) 人 下，[c， 的 变 成 [Le， 门 。 

证 明 留 作 练 习 . 外 

推论 2 ”在 分 配 格 中 ， 一 个 区 间 不 能 与 它 的 真子 区 间 射 
影 。 

证 ”及 上 是 分 配 格 ， 才艺 的 区 间 [y，x]j 与 其 真子 区 间 
ELy，X%i 射影 (y 委 访 委 XI < 委 2X)， 由 定理 2 知 存在 区 间 Fc ,dj， 
使 得 [y， 妇 与 [c，d 转 置 ，[c， 轨 与 Ly:，x 转 置 ， 从 而 

= (XIVc) 人 dw y= (yi Veo) /Ad. 
于 是 X11 所 x 所 d,s, y= 9 EE(Y VONNE(y VNd=y, 
因此 y= y， 同 理 证 x =x， 此 与 [yy1，xij 是 [ys yx] 的 真子 区 
间 矛 盾 . 内 

下 面 讨论 分 肥 格 中 元 系 的 既 约 分 解 ， 为 此 引入 强 V- 既 
约 元 的 概念 ， 

设 L 是 任意 格 ，cE 志 。 各 对 任意 %， dEZL， 当 a 和 0 Vd 
时 ， 必 有 a 志 b 或 a 所 4， 则 称 a 是 强 V -了 既 约 元 . 

显然 汇 V -婚约 元 一 定 是 V- 既 约 元 。 其 逆 不 真 。 但 对 于 
分 了 肥 格 二 者 等 价 . 

定理 5 设 了 是 分 配 格 ，aEZ， 则 

(1)a 是 V- 既 约 元 所 >a 是 强 V -婚约 元 $ 

(2) 在 十 有 2# 个 相 寞 的 非 零 V- 既 约 元 ， 则 工 的 维 数 
(DL) 之 7。 
证 (1) 奉 a 是 V- 既 约 元 ，a 夺 bYadq， 则 

a=a/N\(bVd) = (aA\b) V (a/\d), 
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于 是 a =a 人 1 或 c = a 人 d， 即 ac< 生 1 或 o 和 wd， 故 c 是 强 V- 婚约 
元 。 反 之 ， 若 a 是 强 V- 既 约 元 ， 则 a 显 然 是 V- 既 约 元 。 

(2) 议 01，as，…，a, 是 工 中 n 个 相 异 的 非 零 VY~ 既 约 
元 ， 适 当 调 整 下 标 可 使 满足 ， 若 ;过 a;， 则 i< 之 ij。 由 (1 ) 知 
对 任意 i =2，3，…，7?，0 本 al VVa-!， 并 且 有 aoEL， 
使 

Qo<a<aVa 人 <a Va VVao,. 

因此 的 维 数 h(L) 二 n。 时 

推论 5 设 工 是 分 配 格 ，U 表 示 工 的 全 体 非 零 V- 既 约 元 
组 成 的 集合 ，0Q, 表示 工 的 全 体 素 对 偶 理 想 组 成 的 集合 合 ，a 是 
工 中 任意 非 零 元 ， 则 

(1) ac 是 V- 既 约 元 所 > 主 对 偶 理 想 [c) 是 素 的 ; 

(2) 映射 parf[o) 是 U 到 GD。 上 的 双 射 ， 

证 明 留 作 练 习 ， 是 

在 分 权 格 中 元 素 的 不 可 缩 V- 既 约 分 解 是 唯一 的 . 

定理 4 设 L 是 分 配 格 , oE 忆 。 若 co 有 两 种 不 可 缩 V- 既 约 
分 解 

a=b1Vbs VVb,=c1 Ves VVo,, 

则 r=s， 并 且 适 当 调 整 下 标 后 ， 有 B, =ciG=1，2，。。，7Y) ， 

证 由 5.6 定 理 3 知 r=s， 对 任意 总 ， 显 然 六 委 ci 
VcsV"…VYc,， 由 定理 3 知 存在 c, 使 得 6, 志 c,。 同 理 证 存在 
如 使 得 cy<<5,， 于 是 bb1。 因 为 4=b4Vbs MVb, 是 不 可 
缩 Y -婚约 分 解 ， 所 以 pb = 5,( 旭 i =R)， 于 是 6 =c,， 即 任意 
为 :一定 等 于 诸 cy 中 的 鞭 一 项 ， 由 于 r=s 且 e=crVcoV…Vec， 
是 不 可 缩 的 V- 既 约 分 解 ， 因 叱 经 适当 调整 下 标 后 ， 有 2 = c 
一，2，。%。 7)， 国 
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结合 定理 3 可 知 ， 在 一 个 满足 极 小 条 件 的 分 配 格 中 ， 任 
意 元 素 均 可 唯一 表 成 一 些 强 V- 既 约 元 之 并 .反之 ， 有 如 下 
结果 ， : 

定理 5 设 L 是 任意 格 ， 若 工 中 每 一 个 元 索 均 可 表 为 一 些 
咀 V -婚约 元 之 并 ， 则 世 是 分 配 格 . 

证 任 到 a。，65，c EL， 由 假设 知 有 强 V- 既 约 元 EL 
(i=1，2，*…，7?)， 使 得 oq 八 (bVc) = piVpV…Vp,。 显然 
p<a 且 Pp 所 bYVe(1<i<r)。 由 于 p, 是 强 V- 既 约 元 ， 因 此 - 
pa 八 b 或 pa 八 c， 从 而 P 志 (a 八 b)V (a 八 c). 于 是 

a (bVe) = piV pr VV p< (aAb) A (anNo). 
故 由 定理 荆 知 懂 是 分 配 格 。 重 


练 本 


1。 补 证 本 节 定 理 2 及 推论 3， 

2， 举 例 说 明 在 一 个 格 中 ，YV -有 既 约 元 未 必 是 强 V- 既 约 : 
元 . 

3。 设 Z 是 潢 足 极 小 条 件 的 模 格 ， 且 已 中 任意 元 的 不 可 缩 
V- 既 约 分 解 唯一 ， 证 明志 是 分 配 格 . 


$7.2 分 配 格 的 表示 
一 般 格 的 表示 已 在 8$ 3.6 中 作 了 讨论 ， 本 节 进 一 步 考 菩 
分 配 格 的 表示 . 
由 $ 3.2 定 理 3、8 3.4 推 论 1 及 8 2.5 定理 3 直接 可 得 


定理 1 设 X 是 任意 偏 序 集 ， 则 基数 备 27 是 分 配 格 ,并 且 
同 构 于 无 的 六 闭 子 集 环 ， 因 此 存在 分 配 格 2z 按 不 的 一 个 同 柳 
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表示 。 国 

由 对 偶 原 则 得 

定理 1 设 碟 是 任意 偏 序 集 .并 -1 是 碟 的 对 偶 ， 则 基数 
:村 2 是 分 配 格 ， 并 且 同 构 于 不 的 M- 闭 子 集 环 .是 

下 面 用 8B 表示 -二 元 Boole 格 {0O，7}. 

定理 2” 设 工 是 非 平 凡 的 分 配 格 ， 则 

(1) 工 是 简单 格 寺 > 上 守 B， 

(2) 着 as，65 EL 有 a<6b6， 则 必 有 上 的 素 理 想 y 满 足 ， a EJ 
“但 bEJ. 

证 (1) 若 工 衬 B3， 则 工 显然 是 简单 格 , 反之 ,， 设 工 是 
有 衡 单 的 分 配 格 。 若 存在 a€LK，a 丰 OQ，J， 则 由 $ 3.5 推论 3 知 
主 理想 (gj 是 上 L 的 标准 理想 ， 因 而 决定 了 上 的 一 个 非 平 凡 格 同 
余天 系 . 此 与 假设 予 看 ， 改 L = {0,， IT}=B. 

(2) 由 于 工 是 分 配 格 , 因此 映射 p。，xP (xV a) 人 5 是 区 到 ] 
区 闻 于 格 [La，6J 上 的 满 同 态 ， 利 用 $3.4 练习 2 可 知 ， 存 在 格 
满 同 态 g，[a,6] 一 B, 于 是 yp: LL- 一 BB 是 格 满 同 态 , 令 Kerypg 
=J， 则 由 $3.4 推论 3 知 7 了 是 工 的 素 理 想 并 且 aE€J, 但 
es : 

推论 1 任何 非 平 凡 的 分 配 格 都 可 以 满 同 态 映 射 到 二 元 
阁 刀 上 .是 

众所周知 ， 集 格 一 定 是 分 配 格 . 因此 任何 具有 同 构 表 示 
的 格 一 定 是 分 配 格 . 反之 ， 任 何 分 配 格 一 定 有 同 构 表示 

定理 3 (分 配 格 基本 定理 ) ” 设 工 是 任意 格 , 则 工 是 分 配 格 
所 > 了 工 可 同 构 表示 为 一 个 集 格 . 

证 ”充分 性 显然 ， 下 证 必要 性， 设 GO 是 的 全 体 案 对 侦 
虱 想 集合 .由 8 3.6 定 理 2? 知 映射 
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2，opGtoO ={PIPEMHaEP} 
给 出 了 Z 按 Qu 的 一 个 有 意 表示 ， 若 ob6， 则 a 人 baVb， 由 : 
定理 2 (2) 知 存在 PEL2o， 使 得 a 人 bEP, aVbEP. 因此 . 
中 (a) 天 D (5)， 从 而 PD 是 单 同 态 ， 放 上 L 同 构 十 集 格 (也) 昨 

因此 抽象 地 看 ， 分 配 格 只 能 是 集 格 ， 

推论 2 ” 若 工 是 满足 极 小 条 件 的 分 配 格 ， 过 表示 区 的 全 体 . 
非 零 VY- 琶 约 元 集合 ， 则 映射 

D’, a 3D’ (qa) =1010ELU 日 Oo 委 ca} 
给 出 了 上 按 UU 的 一 个 同 构 表示 ， 基 中 @ (ac) 是 U (作为 上 的 子 

偏 序 集 ) 的 M/- 闭 子 集 (VaED) 

证 ”由 定理 3 知 完全 表示 

D, aPD(a) = {PIPENQ, HaEP) 
是 同 构 表示 。 指 由 8$7.1 推 论 8 知 aP[q) 是 0 到 20 的 双 射 . 
对 于 任意 P=[6) E094 及 aEL,， 显然 aEP=[b) >b<a 
于 是 
D’, aPD’ (a) ={6I6EUHLSa) 

给 出 了 工 按 UU 的 一 个 同 构 表示 ， 荔 见 DD (a) 是 U (作为 工 的 于 
偏 序 集 ) 的 MM- 闭 子 集 . 外 

由 定理 41 可知， 在 推论 2 的 假设 下 ， 工 与 2 呈 的 子 格 
(27 的 子 格 ) 同 构 (对 偶 同 构 )， 符 别 地 ， 芳 也是 有 限 长 的 分 配 
格 ， 则 由 $7.1 定 理 3 可 知 志 只 有 有 限 个 非 零 V- 既 约 元 ， 即 
U 是 有 限 集 ， 若 .A 是 U 的 任意 MM- 闭 子 集 ， 令 a = LV 2 则 舅 
证 (a) = A4， 因 此 @’' 是 工 到 UU 的 M- - 闭 子 集 环 上 的 双 射 ， 
从 而 有 

定理 4 设 上 是 长 为 n 的 分 配 格 (m 宇 2)，U 是 土 的 全体 非 
零 V - 既 约 元 集合 ， 则 

2L 


《1) 工 是 有 限 格 ， 并 且 工 衬 27 "' (或 L 对 偶 同 构 于 27); 

(2) UU 恰 含 % 个 元 菇 

(3) 工 恰 含 ”个 素 理 想 ( 索 对 偶 理 起) , 

证 明 留 给 读者 . 目 

若 工 1， 记 是 两 个 同 构 的 5 各 分 本 格 ， 则 由 上 述 结果 可 知 ， 
二 ， 工 ;的 非 零 VY - 既 约 元 集合 Ui 与 U, 是 两 个 同 构 的 n 元 偏 序 
集 ， 反 之， 车 U1，U;s 是 两 个 同 构 的 n 元 偏 序 集 ， 风 225" 与 
272 一 是 珊 个 同 构 的 部 维 分 配 格 ， 因 此 有 


下 述 结果 ， 人 > 
定理 5 互 不 同 构 的 # 维 分 配 格 的 | i 


个 数 怡 等 于 互 不 同 构 的 n 元 偏 序 集 的 个 
E20 1 

例如 互 不 同 构 的 2 维 分 配 格 共有 2 个 (图 7.2.1), 互 不 同 构 
的 3 维 分 配 格 共有 5 个 (图 7.2.2)， 互 不 同 构 的 4 维 分 配 格 共 
-有 16 个 (练习 3)， 互 不 同 爸 的 5 维 分 配 格 共有 63 个 ， 


1. 仆 证 定理 4。 
2 证明，? 维 8oole 格 与 5 元 集合 的 村 集 格 同 构 。 
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3. 证 明 ， 互 不 同 构 的 4 维 分 配 格 共 有 16 个 ， 并 画 出 它 们 
的 示 图 ， 


$7.3 完全 分 配 格 


本 节 讨 论 完备 格 中 的 分 配 律 . 

设 工 是 一 个 完备 格 ， 如 果 对 于 任意 非 空 守 集 MSLK 
4E 了 ， 满 足 

(1) oA(V x%)= V (C 人 x) ， 


则 称 工 是 人 -无 限 分 配 格 ， 对 偶 地 ， 若 对 于 任意 非 空 子 集 
MCL 及 a € 工 ， 满 足 
(1) 7/ eV (A *) = A laVx), 


则 称 工 是 V- 无 限 分 配 格 ， 若 荆 同时 满足 (与 (1 风 称 工 
是 无 限 分 配 格 . 

上 述 (1) 与 (1) 7 分 别称 为 人 -无 限 分 配 律 及 V- 无 限 分 配 . 
律 . 显然 ， 人 和- 无限 分 配 格 和 V- 无 限 分 配 格 一 定 是 分 配 格 。 
然而 (1) 与 (1) 7 并 不 等 价 ( 练 习 2) .由 交换 律 可 得 

定理 1 在 八 -~ 无限 分 配 格 工 中 ， 满 足 

(2) (VX)AMCV y= V AW, (VM, NEL), 

在 V- 无 限 分 配 格 工 中 ， 满 足 

(2)* ‘ADVA ?= /A(xVy), (VM, NED). 


证 明 留 作 练 习 。 量 
定理 2 ”任何 完备 的 Boole 格 一 定 是 无 限 分 配 格 ， 
证 设 工 是 完备 的 Boole 格 ， 他 关 MSEZL，accE57。 证 
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ye 


34” V (ceA 人 5，o 是 a 的 补 元 ， 则 


Fs 
(aA\x) Va’ <uVa’ (VXxEM). 
由 分 配 律 
(aA\x)'Va’ = (aVa’)A (xVa’) 
= 了 AN 人 (xVa') =xVa’, 
于 是 X<SXVa' 和 4Va (VxEM), 
和 VV x<uVa,, 从 而 
aA(\V x*) <aN\ ww Va’) =a/N\u<u. 
再 由 极 小 极 大 原则 (8 3.9 定理 6) 得 ueo 八 (\Y x)， 故 
coANCV XxX)=u= V (gaN\x). 
每 理 证 aV (A x)= A (aVx). 


:因此 志 是 无 限 分 双 格 ， | 
一 般 地 ， 一 个 完备 的 分 配 格 未 必 是 无 限 分 配 格 . 
例 1 设 N “是 全 体 目 然 数 依 数 的 大 小 关系 构成 的 线性 序 


集 ，B 表示 二 元 格 {0Q, 了 }， 则 易 证 N*xB 是 分 配 格 ， 在 N* 
x 妃 中 ， 添 加 一 个 泛 界 e 使 得 x 二 e (VYxEN*x 有 B)， 这样 得 

到 一 个 完备 的 分 配 格 L, 易 证 L 满 足 V -~ 无 限 分 配 律 但 不 满足 
八 - 无 限 分 配 律 (练习 2 )， 

下 面 人 可 论 完全 分 配 律 . / 

称 一 个 完备 格 元 是 完全 分 配 格 ， 如 果 工 满足 完全 分 配 
律 ， 即 对 工 的 任意 多 个 子 集 族 {osjiere iE7 a1yEL(L, 
-为 下 标 集 )， 总 有 


935 " 


站 机 


(3) 人 (V ay)= VI A owlf El J). 
se jevst tof toi 
与 . (3 和 ) LV CA Q4s) = 人 {V Gas,s (01f E i J,}. 


显然 完全 分 配 格 一 定 是 无 限 分 配 格 。 完 全 分 配 格 的 闲 子 格 仍 
是 完全 分 配 格 . 一 个 集合 的 寡 集 格 是 完全 分 配 格 . 

G.N.Raney 证 明了 下 述 结 果 (证 明 从 略 ) : 

定理 3 在 完备 格 工 中 ， 完 全 分 配 律 (3) 与 (3)“ 彼此 等 
价 131. | 

推论 1 完备 格 工 是 完全 分 配 格 当 且 仅 当 (383) 与 (8 之 
一 成 立 . 里 

定理 4 任何 完备 链 一 定 是 完全 分 配 格 . 

证 ” 设 苑 是 完备 链 ，{xryjyevrGE7) 是 元 的 子 集 话 , 令 


a= A CV x), b= VA rolf EH) 


Fer jevtst 


. 由 极 小 极 大 原则 知 5 硅 as 下 面 证 明 a 夺 6， 只 需 注 意 以 下 三 上 后: 

(i) ”着 y<a《y EL)， 则 对 任意 i € I， 存 在 1 EY,， 使 
得 xyiy% 《否则 寻 出 < V Xs, 矛盾 )， 

(11) 大 Ga 有 下 邻 多 则 全 申 取 的 x #t 必 适合 GX s49 
于 是 存在 /CE i J 使 得 c 委 人 X97) SEO. 

(i111) 若 o 泡 下 邻 ， 则 ec= V{yly ELHy<o}. 由 01) 知 . 
对 于 任意 y<a， 和 存在 f cH, 使 得 y< 八 x% ; 10)。 于 是 


G = Viy| YY ELH. y<al<V {Vx :1)| f Ey,} 


综合 上 述 有 a = 5。 故 是 完全 分 配 格 . 年 
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最 后 ， 利 用 极 小 族 (或 极 大 族 ) 的 概念 刘 划 完全 分 配 
格 [ 人 1 

设 世 是 完备 格 ， 互 是 工 的 非 空子 集 ，aEZ， 如 果 满 足 
条 件 ; 

(1)a= V x; 

(2) 若 CEL，a < Yy% 则 对 任意 xEB 存在 >EC， 
使 得 XxX 志 y， 
则 称 B 是 a 的 一 个 极 小 族 . 

显然 有 

定理 5 ” 设 工 是 完备 格 ，aE 工 存在 极 小 族 ， 则 c 的 任意 
多 个 极 小 族 的 并 集 仍 是 c 的 一 个 极 小 族 ， 从 而 ac 一定 有 一 个 最 
大 的 极 小 族 B(a)， 并 且 B (a) 是 工 的 M- 闭 子 集 ， 

证 明 贸 给 谈 者 ， 国 

定理 6 ”完备 格 志 是 完全 分 配 格 当 且 仅 当世 中 每 一 个 元 
案 都 有 极 小 族 . z 

证 设 工 是 完全 分 配 格 ，aE€ 工 . 令 

B={1B| BEL, Ha< V x), 
显然 {o}E.Z， 因 此 .9 地 ， 将 .9 及 .中 各 集 的 元 素 编号 
B={B, |i€E1}, B,={a, | jE,) 

其 中 7，J, 皆 为 下 标 集 合 。 令 


A PACA) fE€ Ti 7 


下 面 证 朋 .A 是 a 的 一 个 极 小 族 ， : 
显然 .A 到 名 ， 并 且 由 完全 分 配 律 易 证 
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=-V {Nawlte TI}= Vs». 
-: 著 CELL Ha< Vy», 则 CE .多 即 有 io EJ， 使 得 C = 8B,,. 
任 取 x = 人 a EA 和 1 0 ,存在 y= Qi st) EBP,, = 
0 使 得 x 之 y. 故 .4 是 a 的 极 小 族 . 

有 反之 ， 设 工 是 完备 格 ， ee 都 有 极 小 族 . 在 
{aij EJ} Gi ED 是 L 的 子 集 族 ， 令 


~ A(V™) b= VIA Qiss Hf E IIL7j 
由 极 小 极 大 原则 知 5a。 令 PB (a) 是 a 的 最 大 的 极 小 族 ， 对 任 
意 xEPpla) 及 ! EL。， 由 于 a VY asp 因此 存在 茶 一 个 了 = 
了 (GD) = 使 得 x% 志 ai, #6). 于 是 x 志 八 (Urs 7C)。 故 


a= V “<=V Aan IfE€ I17'} = 


zeplo) 

.所 以 a = 6， 因 而 是 完全 分 配 格 . 用 

类 似 地 ， 可 以 提出 极 大 族 的 概念 ， 并 且 得 出 与 定理 6 对 
偶 的 结果 .同时 还 可 以 进一步 证 明 ， 在 完全 分 配 格 中 每 一 个 
元 案 a 存 在 一 个 全 部 由 V- 既 约 元 组 成 的 极 小 族 ( 称 为 a 的 标准 
极 小 族 ) . 

在 §10.2 中 ， 对 于 完全 分 配 格 将 作 进 一 步 的 讨论 ， 


练 本 


1. 补 证 本 节 定 理 1 与 定理 5. 

2 .验证 例 1 中 的 结论 ， / 

3. 证明， 平面 上 所 有 闭 子 集 关 于 集合 包含 关系 构成 一 个 
-无 限 分 配 格 ， 但 不 是 八 ~ 巨 限 分 配 格 . 
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4. 在 集合 对 的 突 集 格 P(X) 中 ， 证 明 , EEP(XY 
(志和 隆 名 ) 的 最 大 极 小 族 . / 
Bp(E)={{x}|x EE}. 
5. 叙 述 极 小 族 的 对 偶 概 念 一 一 极 大 族 ， 并 且 证 明定 理 5、 
定理 6 的 对 偶 命 题 . 


S7.4 Brouwer 格 


本 而 介 绍 一 类 特殊 的 分 配 格 一 一 Brouwer 格 . 
设 工 是 一 个 烙 ，a，65 EL 。 如果 工 的 子 集 
{x|xEL, Ha 和 x06} 

有 最 六 元 ， 则 称 此 最 大 元 是 a 关于 5 的 盆 补 ， 记 作 6 :a. 

下 述 事 实 是 显然 的 

(1)c=6:a (c EKA) 当 且 仅 当 ce 满 足 性 质 ， 

VxEL, x%<c<>aN\xEo. 

(2) 若 a 志 56， 则 46:a 存 在 当 且 仅 当 工 有 单位 元 I( 这 时 
6 :a=7). 

(3) 洛 D:a 存 在 ， 则 c 人 (6:a) 委 0， 

如 打 格 上 中 任意 两 个 元 素 c，2 都 有 伪 补 0:a， 则 称 工 是 一 
个 Brouwer 格 ， 

定理 1 设 氏 是 Brouwer 格 ， 则 

(1) 艺 有 单位 元 1/， 并 且 c:a=7Z(GVaEZ); 

(2) 工 一 定 是 分 配 格 . 

证 (1) 显 然 ， 任 取 co，b cEL， 令 = (GANb) 
(a 和 八 c)， 则 ao 八 6 志 p，a 八 c 握 p。 由 伪 补 的 定义 知 b 专 p:a， 
sb:a， 从 而 bVc 和 pb:a。 于 是 


。LC29 e 


下 > ME ei i 下 , he 


aG 人 (gce) 委 GaG 八 a) 妇 /. 
肯 由 分 配 不 等 式 知 p 委 co 人 0 
a/N\ (GVc) =p= Op Van . 

故 工 是 分 配 格 ， 六 成 立 四 

直面 给 出 完备 的 Brouwer 格 的 特征 ， 

定理 2 ” 设 工 是 完备 格 , 则 也 是 Brouwer 客 当 且 仅 当 工 是 
人 -无 限 分 配 格 . 

证 ”车 了 是 Brouwer 格 ， (了 MELRaEL, 令 

b= V (CA 作 xX)， 
则 ao 作 x<6， x< b:a(Vx€M)， 即 Vx<6b:a， 因 此 
0 八 CV X) <a 八 (0: 0) <b, 
再 由 极 小 极 大 原则 知 5 委 c 人 《 Vx*)， 因 此 
a/A\ (VX) = b= A (C 人 >)， 

故 二 是 人 -无 限 分 配 格 ， 

及 之 ， 耕 上 是 八 -~ 无 限 分 配 格 ， 任 取 a，6 EL. 令 

M={x|IxEL, Ha/A\x<b}, c= VxX. 

显然 a 八 c= V (a 八 x) 三 5， 因 此 c EM， 即 c 是 M 的 最 大 元 . ~ 
于 是 6:g=c 存 在 (Ya， bEJL)， 政 LL 是 Brouwer 格 , 目 

存在 完备 的 VV- 无 限 分 配 格 但 不 是 八 -~ 无 限 分 配 格 ， 因 而 
也 不 是 Brouwer 格 ， 

推论 | 有 限 分 配 格 是 Brouwer 格 ,中 

推论 2 设 工 是 分 配 格 ， 则 工 的 理想 格 上 (包括 名) 是 完 
省 的 Brouwer 格 ， 从 而 是 八 -无限 分 配 格 ， 

证 由 3.3 定 理 3 知 了 是 完备 格 . 任 取 -4， 3€L,. 入 
.A= 名， 则 B:A=L 上 L， 阁 4A 关 GB， 令 

C={x|xEL, HaN\xEB (Va€ A)}, 
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显然 C 是 L 的 理想 ， 并 且 对 任意 DEZ， 容 易 证 明 DSC <> 
ANMDSB. 因此 B:A4=C。 故 Lf 是 Brouwer 格 .- 目 

Brouwer 格 一 定 有 单位 元 ， 但 未 必 有 有 零 元 。 然而 任何 
Brouwer 格 总 可 以 看 成 是 有 零 元 的 格 ， 这 是 基于 下 这 结果 . 

定理 5 设 卫 是 Brouwer 格 ， 工 * 是 由 工 芝 加 一 个 零 元 得 
到 的 格 ， 则 LL* 也 是 Brouwer 格 ， 并 且 工 是 LL* 的 子 格 ， 

证 明 留 给 读 考 ， 蜂 

在 Brouwer 格 跌 ， 存 在 一 个 自然 的 Galois 联 络 ( 人 参见 
§ 4.4). 

定理 4 设 亏 是 Brouwer 格 ， 取 定 一 个 元 素 cEZ， 并 记 
“5:a=@ (YacEL)， 则 映射 2，ah>a' 是 格 工 的 一 个 对 称 的 
alois 联 络 ， 即 

(1) 大 a 所 6 (a, bEL), We° <a°; 

(2)aa’” (YaE€L, a’’= (ag°)°); 
进而 有 

(3)a’ =0°° (YaEl); 

(4) (aVb)’ =a Nb (a/N\b)°>aVb° 

(Yoa, bEL). 

证 由 定义 直接 验证 知 (1)、(2) 成 立 ， 故 g 是 工 的 一 个 对 
称 汐 Calois 联 络 ，(3) 显然 成 立 . 任 取 a，6ELIL，, 由 (1) 知 
(caVD) 委 0 八 0 另 一 方面 ， 由 于 世 是 分 配 格 (定理 1)， 
因此 

(aVD)ANlaAb’) = (aANa Ab)V (BANaAb') 
(cAb’)V (cANa') <&o. 

于 是 AB' 志 (aV0)*， 玫 (aVY90)'= ar 八 6*。 同 理 可 证 
(a/A\b) "之 a "Vb*， 因 此 (4) 成 立 . 目 
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、 由 $4.4 定 理 3 知 对 应 DP，ola" 是 格 L 的 一 个 闭 包 运算 . 
G&LRH 做 一 个 闭 元 罕 当 且 仅 当 a = a”. / : 
定理 5 在 定理 4 的 假设 下 ， 令 C 表 示 上 中 全 体 闭 元 素 组 
成 的 集合 ， 则 
(1)C( 作 为 L 的 子 偏 序 集 ) 是 一 个 分 配 格 。 若 客 C 中 的 交 、 
并 运算 分 别 用 入 ,VY 表示 ， 则 对 任意 a,，b5EC，aAb= 
a/N\b, aVob= (aVb) 3 
(2) (a/AN\b) =a’*Vb° (Ya, bEL); 
(3)D，apa"“ 是 上 到 C 上 的 格 满 同 态 . 
证 (1) 若 a，bEC， 则 a4=a”"，b=6*、 由 定理 4 显然 - 
有 
(aAN\b) (a Vo) = 4 人 6 委 (CC 人 0)?. 
因此 a 八 6= (a 八 b)"“*EC, 易 见 a 八 6 也 是 ag，56 在 CC 中 的 下 确 - 
乔 ， 胃 cAp=aAb， 另 一 方面 (CV1 EEC， 并且 caV8 委 
(aV 6b)**. 于 是 (aV 0)" 是 ag， 5 在 C 中 一 个 上 界 。 若 有 d=d"*. 
EC 是 ag，b 的 一 个 上 界 ， 即 a 志 d 且 5<d， 则 aVb<d. 因此 
qd 和 (coVb"，(cVb 委 do =d， 由 此 可 知 (agYVb)" 是 a,， 上 b 
在 C 中 的 土 确 界 ， 妈 cp = (cVp)"。， 于 是 人 是 一 个 格 . 利用 . 
定理 1、 定 理 4 及 下 面 即 证 明和 的 (2) 可 得 
aA(bVYd)=a®A (bYVd) = (arV (6°Ad°))° 
= ((ar Vb’)A (a Va'))= (a Vb’)°Y (a Va’)° 
= (a Ab’)Y (a Ad’°)= (aV 06) VY (aNd). 
因此 C 是 分 配 格 . 
(2) 各 co，D GEL， 昂 见 (CN 人 b)"，a"，pEC， 并 旦 
a"Vb’= (a V6) = (a Ab’'') < (aAb)'. 
为 一 方面 ， 由 于 b 人 6' 志 c, 于 是 (a 人 5) Aa”"A6b'c， 从 而 
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入 


二 i 


KaA6) a" 人 6b"* 志 ce， 由 此 推 得 
(GAbD) < {tar Ab)°= (qrVb ) "=a'Vb". 
这 合 上 述 有 (oA 人 站。 = aeY7b。。 
(3) DB 显 然 是 满 射 ， 由 上 述 结果 及 定 理 4 易 见 @ 是 格 同 
ES 
推论 5 在 定理 5 中 ， 假 定 工 是 完备 的 Brouwer 格 ，、 则 C 
及 其 对 偶 都 是 完备 的 Brouwer 格 ， 从 而 是 完备 的 无 限 分 配 
格 . 并 且 对 生意 的 4 上， 
A A 
当 ASC 了 时 ， 则 有 
全 = 入 0 Va= (V a) °°. 
证 显然 C 是 完备 格 ， 并 且 仿 定理 4 \ 定 理 5 可 证 上 述 各 
式 成 立 ， 由 于 世 是 分 配 格 ， 于 是 对 任意 cEC 及 McC， 有 
aA(Y™) )=a ”人 (人 ~V "= (oAC VX)) 
= = ( V (a x)) = ~ (aAx). 
因此 C 是 入 - -无 限 分 配 格 ， 从 而 C 是 Brouwer 格 . 类 似 可 证 C 
有 的 对 偶 亦 是 完备 有 的 Brouwer 格 . 


练 习 


1. 证 明 本 节 开 始 给 出 的 事实 (1) 一 (3)， 
2. 让 让 本 节 定 理 3. 
3. 证明: 
(1) Boole 格 是 Brouwer 格 ; 
(2) 厂 工 是 线性 序 集 ， 则 工 是 Brouwer 格 拓 > 了 有 
泛 界 了 . 
4. 证 明 ， 任 意 拓扑 空间 的 开 子 集 格 是 Brouwer 格 ， 
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5. 设 是 Brouwer 格 ，a，cE€L， 证明 
0 人 da: = CE 之 5 和 4。 
6. 举 例 说 明 本 节 定 理 4(4) 中 ， 有 可 能 使 - 
(aAb) "天 ao Vic 


e 234。 


第 八 章 ”Boole 格 


本 章 主 要 讨论 Boole 格 (§8.1) 与 Boole 环 (§8.2) 的 有 关 
性 质 、Boole 格 的 表示 ($8.3) 以 及 Boole 函 数 ($§ 8.4). 


$8.1 Boole 格 


Boole 米 就 是 有 人 补 的 分 配 格 ， 其 中 任意 元 崇 a 的 补 元 是 唯 
一 的 ， 记 作 a .因此 一 个 Boole 格 可 以 看 成 是 一 个 带 有 两 个 
二 元 运算 ( 交 、` 并) 和 一 个 一 元 运算 ( 补 ) 的 代数 系统 ， 称 之 为 
Boole 代 数 . : 

Boole 格 的 简单 性 质 已 由 $3.2 定理 8 给 出 。 由 该 定理 的 
(2) 及 (3) 可知， 映射 qza 是 Boole 格 的 一 个 目 对 倡 同 构 。 事 
实 上 ， 这 也 是 Boole 格 的 特征 性 质 ， 

定理 ] 设 荆 是 有 泛 界 0 ,7 了 的 格 ， 则 世 是 Boole 格 当 且 
仅 当 工 中 每 一 个 元 索 a 都 有 唯一 补 元 a ， 并 且 了 映射 ema 是 
的 一 个 自 对 偶 同 构 ， 

证 只 须 证 充分 狂 . 设 工 满足 上 述 条 件 ， 任 取 co，DE 
L, 则 (aAb) =a’ Vb’, (aV bb)’ = 人 A 人 8，(a 人 人 0) = 
a Vb ’ .不妨 假定 a 所 56。 由 模 不 等 式 得 《a 人 b) Va 和 0， 于 
是 

(l(a Ab)Va)Ab’ =0O0, ((o’ Ab)Voa)Vb’ =J, 
即 (a’ 人 6) Va 是 6’ 的 补 元 。 由 唯一 性 得 (a 人 Va=b, 同 
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理 (cVp) 人 D=a. 若 xE[rc， 执 , 则 由 钳 不 等 式 及 上 述 结 果 
喝 证 6 人 (x Va) 是 x 在 [a， 妃 内 的 相对 补 元 , 者 yE€Lo，61 
也 是 x 的 相对 补 元 ， 即 y 人 x=，2VYx= 令 d=0 YXA 人 
a’)， 则 由 上 述 结果 得 
dAy= (b’V(xAa’))AbAy= (xAa’)Ay=0O. 

dVy=b’ V(x/A\a’)VaVy=b’VxVy=1. 
因此 y=d’=bA 人 (x’Va)， 这 说 明 xx 在 [ae， 杂 内 多 相对 补 
元 唯一. 由 $7.1 定 理 1(7) 知 工 是 分 配 格 . 从 而 是 Boole 
格 ， 量 

定理 2” Boole 格 一 定 是 Brouwer 格 ， 

证 设 L 是 Boole 格 ，a,，bELIL， 显然 a 人 (a’Vb)= 
GA 八 b 夺 6. 若 xE 工 且 cAx< 和 0， 则 

Xa VxX=a’V (aA\x) <a’ Vb. 

因此 a Yb=b:a， 帮工 是 Brouwer 格 . 午 

Boole 格 的 例子 是 很 多 的 . 例如 集合 卫 上 的 罕 集 格 P(X) 
十 Boole 格 ， 分 配 格 ( 带 有 泛 界 O，7 了 ) 中 全 体 有 补 元 构成 一 个 
Boole 格 (83.2 定 理 9)， 偏 序 集 ( 带 有 泛 界 O0， 站 的 中 心 是 
一 个 Boole 格 (8 3.7 定 理 2). 

在 $7.4 定 理 4、 定 理 5 中 ， 营 工 是 一 个 完 备 的 Brouwer 
略 ， 取 c =O， 且 记 a° = ax#， 
: C=C*={ala€E L, He=a**)}, 
则 有 下 述 
定理 3 设 工 是 完备 的 Brouwer 格 ， 见 
(1) 闭 元 深 格 C* 是 完备 的 Boole 格 ， 
(2) 隐 射 少 ， cryaxs 是 了 到 Cx 上 的 格 满 同 态 ， 
(3) 对 任意 ac，0ELZ， "b> 存在 dEL， 使 得 
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d** =J， 且 a 人 d=bAd 称 d 为 向 密 元 ). 
证 (1) 由 $7.4 推 论 ; 知 C* 是 完备 的 分 配 格 。 对 于 任 坊 
GEC#*， 吻 见 aox 是 ac 在 格 C# 内 的 补 元 ， 改 C “是 Boole 格 ， 
(2) 由 $7.4 定 理 5 直 接 可 得 . 
(3) 设 ao,6EL， 芒 ox**=bX# 邻 d = (aVb*) 人 (a* Vb), ; 
则 由 $7.4 定 理 4， 定 理 5 得 
dx*— (aV DY) *¥ 人 (a* VD) 洪 着 一 = (ox A 人 Lb**)*A (CQ 闪闪 人 bY)* 
= (ax%N7DY) A (gr To) = (DHT b*) 人 (GZ a**) 
= 了 
aAd=aN\ (aVo*)AN\(a*Vb)=a 人 (a VD) 
= (aN\a*) V (oN\b) =G 人 1. 
反之 ,车 a 人 d=bAd,d**= T(dE 工 )， 则 0 =a 人 = 
a**A d** = (a 人 d)**= (DAd) x =D a 
推论 1 设 工 是 Boole 格 ， 则 工 按 切割 的 完备 化 g(1) 
( 见 § 4.5) 是 完备 的 Boole 格 ， 并 且 有 映射，Jh*y ”是 二 的 非 
空 理想 格 五 到 .2G( 工 ) 上 的 格 满 同 态 . 
证 ”由 37.4 推 论 2 知 L 的 理 想 格 是 完备 的 Brouwer 
格 。 易 证 工 的 非 空 理想 格 也 也 是 完备 的 Brouwer 格 . 工 的 每 
一 个 切割 都 是 工 的 一 个 闭 理 想 ， 因 此 (LL)SL. 车 4AEL， 
记 A/' ={a’la€ A}， 易 证 4A*={0O}:A=M,A’,， 于 是 A**= 
M,((M,A’')')。. 由 此 推 得 
GE A**<>a<b’ (VOLEM,A’) 
<>a<b’ (Vo EM,A) 
<>aEMM,A. 
故 4= .4xx<e->4=AMM 4， 即 2( 工 ) 恰 是 完备 的 Brouwer 
格 上 在 定理 3 意义 下 的 闭 元 素 集 、 由 定理 3 可 知 2( 工 ) 是 完备 
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的 Boole 格 ， 并 且 Jr>7 幸 是 卫 到 (也 ) 上 的 格 满 同 态 。 量 


练 习 


i. 证明， 每 一 个 元 素 都 有 唯一 补 元 的 模 格 是 Boole 
格 ， 

2. 证 朋 ;， 有限 长 的 分 配 原子 格 是 Boole 格 ， 

3. 设 4 是 带 有 一 个 同 二 元 运算 “VY ”及 一 元 运算 “ ”交代 
数 系 。 定 义 g 人 65=a’ Vb'(Va，bE.A). 若 满足 ; 

(1)aVb=bVa; 

(2)aV (bVce) = (CVD) Ve 

(3) (aAb)V (aAb’)=a (Va, b, cE€EA); 
和 证明 ，(4， 和 人 ，V， “) 成 为 一 个 Boole 代 数 . 


S8.2 Boole 环 


本 市 讨论 与 Boole 格 密切 相关 的 代数 系 一 一 Boole 环 ， 
带 有 了 两 个 二 元 运算 “+”( 加 法 ) 与 %。”( 乘 法 ) 的 代数 系 
(有 R，+，“。) 册 做 一 个 环 ， 如 果 (有 ，+) 是 交换 科 ，( 上 人 
*) 是 半 群 ， 并 且 先 法 对 加 法 满足 左 \、 右 分 配 律 ， 即 适合 以 下 
算 律 ， z z 
(1)a+b=0+oas z 
‘(2) (gag+6) tec=at (b+ce), (aeb) c=ar (bc); 
(3)ae(b+c)=a*btac, (b+tce)a= ba+ce*as 
(4) 存在 一 个 元 款 0E 丈 ,使 得 0+cC=a+0=a(VYaEP)， 
称 此 元 案 0 为 零 元 ; 
(5)Y a € R， 存 在 6 ER 使 得 a+6b =b+0o=0, 称 & 
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为 a 的 负 元 ， 记 为 6= -a. 

若 e € R，R 是 环 ， 且 对 任意 aE€R， 有 e*4= a'e=4, 则 
称 e 是 的 单位 元 (或 恒 等 元 ) . 荫 iee=l 

设 R 是 环 ，R 中 两 元 ，6 的 乘积 a*6 也 简 记 为 ob. 着 有 市 
乘法 满足 交换 律 ， 即 cg = ba 《VY a，68 ER)， 则 称 环卫 为 交换 
环 ， 若 a = aa= a， 则 称 a 是 暮 等 元 ， 

例如 全 体 整 数 Z 关 于 数 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 有 单位 元 
的 交换 环 ， 其 中 数 0 是 零 元 ， 数 1 是 生 位 元 0，1 是 2 中 仅 
有 的 寡 等 元 . 

环 尽 叫做 一 个 Boole 环 ， 如 果 玉 有 单位 元 ， 并 且 玉 中 每 一 
个 元 素 都 是 宕 等 元 

定理 1 设 K 是 Boole 环 ， 则 

(1)a+a= 0 (tlla= -~-a)，VaEA 

(2)ab= ba, Ya, bER. : 

证 (1) 对 任意 %，5ER， 有 a?= o， 呈 = 及 

(a+b)?*=a:*+ab+bat+b=atabt+tbatb=a+t+b. 
于 是 ab+ ba= 0 ,特别 取 4a=5， 则 ob=ba=0*=a， 因 此 at+ 
0o= 0. z 

(2) 由 (1) 条 a6+ab=0=ab+6ba， 于 是 ab= 
ba. 四 

推论 1 Boole 环 是 特征 为 2 的 交换 环 ， 量 

Boole 格 与 Boole 环 有 密切 的 联系 ， 

定理 2 设 工 是 Boole 格 ，0，7 是 泛 究 , 在 工 中 如 下 定 
义 如 法 与 乘法 : 

a+b= (aAb’)YV (a’ AD)，cpg=aAN 人 0. 

则 工 成 为 一 个 Boole 环 ， 其 中 泛 界 0O，7 分 别 是 环 工 的 去 元 与 
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单位 元 . 
证 任 取 c，5，cE 工 ， 易 见 
(1)C+p=Dp+a 
(2) (a+b) +c= (((GAB)V (a Ab)) Ae’) 
Vl((aAb’)YV (a’ Ab))’ 和 人 pc) 
= (aAb’ Ac’)V (a’ AbAc’) 
V (a’ Ab’Ac)V (aAbADo), 
条 理 证 a+ (+c) = (aAb’Ac’)YV (a’ AbAc’) 
V (ao 人 1 人 c) YV (aAbADo). 
家 (ce+ji +c=a+(+c)。 类似 证 (co)c=a(pc) ， 
(3)a(b+c) =aA ((bAc’) V(b’ Ac)) 
= (CA 人 5Ac')V (Ab’ Moc). 
ab+ac= ((aAb) A (aM\c}’)yYV ((aAb)’ A (aA\c)) 
= (aAbAc’)YV (aAb’ Ac). 

于 是 a(b+c) =ab+ac， 同 理 证 (6+c)a= po+ca。 
(4)a+O=O+a=a YaEL， 即 OO 是 零 元 . 
(5)a+a=O，VaEZL， 即 c 的 负 元 是 a. 

故 二 是 环 . 显然 Ti = or =a，VYaE 工 . 即 [ 是 工 的 单位 元 ， 

:并 且 c2 = ac=a， 故 工 是 Boole 环 .是 
这 样 给 定 一 个 Boole 格 上 L， 就 可 以 得 到 一 个 Boole 环 L， 

烙 运 算 与 环 运 算 之 间 有 如 下 关系 : 
推论 2 在 定理 2 中 ， 对 任意 c，DEZ， 有 
(1)a’ =a+J, (92)aVb=a+b+ab. 

证 (1l)c+7= (a 人 171’)YV(a’ 八 7) = a . 
(2) 因 7 是 环 工 的 单位 元 ， 于 是 由 (1 ) 知 


gt+bt+ab=atlbtab=ata’b=ata’ 人 和 \b 


* 240» 


= (aA\ (a’ Ab)’)V (a’ A\(a’ A\b)) 
= (aA\ (aV 6b’))YV l(a’ AD) 
=aV (a’ A 人 0b) =aVb. 四 : 
反之 ， 给 定 一 个 Boole 水 ， 也 可 以 得 到 一 个 Boole 格 . 
定理 35 设 ( 尺 ，+，。) 是 一 个 Boole 环 ，0，1 分 别 是 零 
元 及 单位 元 ， 在 中 如 下 定义 八 、V 运算 ， 
a/N\b=ab, aVb=a+t+b+i+ab, 
则 (RR， 人 和信， VV) 成 为 一 个 Boole 格 ( 寻 Boole 代 数 )， 其 中 0， 
1 是 RR 的 泛 界 ，a = a+1 是 a 的 补 元 . 
证 ”由 推论 1 知 (R，+，，…) 是 交换 环 ， 因 此 对 任意 
a,，b,，cER， 有 
(laAb=bAo, aVb=bYVa; 
(2)aAa=a, aVa=a; 
(3) (aAb)Ac=aA OAc), 
(aVb) Vc= (ato+ab) +ect+ (a+b +ab)e 
=a+ (p+c+bc) +a(p+c+pc) =aV (OVo). 
(ja (aV60)=a(lag+b+ab6) =a*+ab+a’b=o. 
同 理 证 cv (a 人 人 6b) =a， 因此 (R， 作 ，V) 是 格 . 
(BJaA (bYVc)=a(lb +ec+bc) =ap+ac+apc 
=ab+ac+abac= (aAb) VY (aAc). 
因而 (R， 人 入，V ) 是 分 配 格 ， 
(6) 由 于 a 人 和信 0=0，a 八 1=a (YaER)， 因 此 0，1 是 格 尺 
的 泛 界 . 并 和 且 / 
aN\ (at+1)=a(la+1)=@a +a=0, 
aV (a+1)=a+ (a+1) ta(a+1)=1. 


各 a + 1 是 a 在 格 怀 中 的 补 元 ， 故 (R， 八 ，V) 是 Boole 格 .是 
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推论 5 ”在 定理 3 中 ， 对 任意 c，2，cER， 
a+b= (AN 人 AD) V(a 人 D) ， 
证 ”由 定理 3 知 
(aA\b’)YV (a’ 人 D) 
=a(l+0)+(1+aob+a(l +6) (LT+aiD 
=a+ab+b+tab+ab ta’db tab:+(ab)*=a+b, 


由 以 上 结果 可 知 ，Boole 格 与 Boole 环 是 等 价 的 代 效 系 


练 习 


1 .在 本 节 定 理 2 中 ， 证 明 . 

(1) a+6= (aAb’)YV (a’Ab)= (aVb) A (aAb)’; 

(2) +p8 是 cc 人 2 在 LO，cV 的 内 的 相对 福元 . 

2. 沿 愉 是 有 单位 元 的 交换 环 . 证 明 ，&R 中 所 用 等 元 ( 关 
于 苹 中 的 加 法 和 乘法 ) 构成 一 个 Boole 环 ， 

3. 环 忆 的 建 想 是 指 妨 的 非 空 子 集 7 了， 灌 足 ; (1) 在 a,， 0 
EJ， 则 a 一 bEJ;(2) 此 a EJ，rER， 风 ar，ra J， 证 明 ， 
在 定理 3 中 ， 愉 的 非 空子 集 J 是 环 R 的 理想 寺 > 是 人 属 忆 的 
理想 . 


8 8.3 Boole 将 的 表示 


本 市 讨论 Boole 格 的 表示 .显然 $7.2 中 有 关 分 配 格 表示 
的 详 结 论 对 于 Boole 格 篆 适 用 。 车 工 是 一 个 Boole 格 ， 令 
40 = {P|1P 是 工 的 素 对 侦 理 想 }， 
其 映射 到 ，crG(o = {P|PEGQ,,4G€EP} 给 出 工 按 ,的 一 个 
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同 构 表示 ($7.2 定 理 3)。 易 见 B (0) = 名 ，D (TD = 人 ,并且 
DPD(L) = {BD(a) 1aE€L} 是 2 的 究 集 格 的 一 个 有 补 子 格 ， 即 
PD(L) 是 42, 上 的 一 个 有 补 集 格 。 反 之 ， 任 何 集合 上 的 有 补 集 
格 一 定 是 Boole 格 。 因 此 有 

定理 1 设 工 是 任意 格 ， 则 区 是 Boole 格 当 且 仅 当 艺 可 同 
构 表 示 为 某 集 合 上 的 一 个 有 补 集 格 。 征 

Boole 格 显然 是 分 民有 补 格 ， 其 中 原子 元 等 价 于 V- 既 约 
元 (8 6.1 定 理 1) 。 若 用 忆 表 示 全 体 V- 既 约 元 〈 即 原子 ) 组 成 
的 集合 ， 则 U 作 为 子 偏 序 集 显 然 是 反 链 ， 从 而 U 的 每 一 个 子 
集 都 是 WM- 闭 子 集 ， 于 是 由 8$7.2 定 理 4 得 

定理 2 设 工 是 n 维 Boole 格 ， 则 

(1) 工 恰 有 + 个 不 同 的 原子 pi1s pss*"* spp,; 

《2) 人 同 构 于 n 元 集 U 一 {pi pss *"*s ps} 的 党 集 格 ， 

推论 1 在 同 构 意义 下 ，。 维 Boole 格 只 有 一 个 ( 即 2?)， 
它 有 2" 个 元 素 . 上 

完备 的 Boole 格 是 无 限 分 配 格 (87.3 定 理 2)， 但 是 一 般 
地 未 必 是 完全 分 配 格 . 

定理 5(A.Tarski) 设 工 是 完备 的 Boole 格 ， 则 下 述 条 
件 等 价 : 

(1) 工 是 完全 分 配 格 ， 

(2) 工 是 原子 格 ， 

(3) 工 同 构 于 茶 集 合 上 的 容 集 格 . 

证 (1) 二 (2), 设 工 是 完全 分 配 格 ,对 任意 oEL， 令 
了 了。= {a,a’}, 则 Vx= 了 . 于 是 
1= A(V *)- VitArwleII7+ 
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记 xy = AN (a), 1€ HT,. 若 有 b<xs， Bb*O (GEL), 
则 显然 有 / (6) >%;>b>0. 由 此 推出 f (6) =5( 否 则 ，f 6) = 
b' 宇 bp， 导 出 b=5 八 6' = OO， 矛盾 ) ， 从 而 xy = 6b。 因此 x 或 为 
霉 元 ， 或 为 原子 .由 上 述 了 的 表达 式 可 知 ， 7 可 表 为 一 些 原 
子 的 并 ， 即 存在 由 原子 组 成 的 集合 TT， 使 得 1= Vp. 对 任意 
a€L， 由 完全 分 配 律 得 


a=a/\T= \ (co 人 有， 
Pe 


其 中 a 八 p(pE7T) 或 为 零 元 ， 或 为 原子 (等 于 p)， 即 o 可 表 为 
一 些 原 子 的 并 ， 故 工 是 原子 格 . 

(2) 之 (3). 设 (2) 成 立 ， 记 人 是 工 的 所 有 原子 组 成 的 集 
合 . 若 cE 了 ， 令 

2 (ao) ={p|pET, Bp<o}. 

则 pq: ar>g (a) 是 工 到 全 的 寡 集 格 POT) 的 上 映射。 显然 9 (0) 
= 好 . 车 AST，A 志 名 ， 令 a= V p， 则 易 证 pa(pE€7) 
<=>pEA， 因 此 p(o)= 4 故 p 是 满 射 由 于 工 是 原子 格 ， 
蕉 a 二 5b，a,bEL， 必 有 gq (a) 志 g (0)， 即 9 是 单 射 ， 于 是 9p 是 
双 和 对， 显然 9 (a) Epo (0) < 拓 >ao 委 0， 因 此 9 是 序 同 构 ， 从 而 是 
格 同 构 . 故 (3) 成 立 ， 

(3)~>(1)， 显 然 . 四 

由 8$7.3 定 理 4 知道 ， 任 何 完备 链 是 完全 分 配 格 ， 但 不 是 
有 补 格 . 因此 有 几 下 推论 . 

推论 2 〈Raney) ”完全 分 配 格 中 包括 洗 多 非 Boole 格 .是 

将 定理 3 的 条 件 变通 一 下 ， 则 有 

定理 4 设 工 是 完备 的 原子 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 

(1) 工 是 Boole 格 ， 
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(2) 工 是 完全 分 配 格 ， 

(3) 工 中 每 一 个 元 素 有 唯一 的 补 元 ; 

(4) 工 同 构 于 某 集 合 的 宕 集 格 . 

证 ”由 定理 3 知 (4) 二 (1) 及 (1) 二 (2) 成 立 . 

(2) 一 > (3) 。 设 (2) 成 立 。 记 了 是 工 的 所 有 原子 组 成 
的 集合 ， 由 于 工 是 原子 格 ， 因 此 了 = V b。 任 取 aEZ 及 户 E 
了 ， 则 p 八 a= 0O， 或 者 Pp 扎 a. 记 

T,.={p|lpET, Hp<a), 

则 a= Vp. 着 ao=J， 则 oe。 有 补 元 0. 沙 o 失 7 则 人 -To 
人 令 b= V 易 见 aV6b=I，a 人 b=O0， 即 b 是 a 的 补 
元 . 而 工 是 分 配 格 ， 因 此 每 一 个 元 素 的 补 元 唯一 .于 是 (2) 
蕴涵 (3). 

(3)-> (4), 设 (3) 成 立 7,T, (ac 六 音义 同上 . 任 
取 bE7T， 设 有 xE7， 使 得 纪委 x< 和 Tb 是 旋 的 补 元 ) ， 若 力 
<x， 则 1=p Vp<x， 于 是 x=T， 著 p 丰 x， 则 x 八 p=O, 另 
外 由 p 志 x 可 知 xVp=J， 即 x 是 2 了 的 名 元 由 假 仪 周 x= 
p’， 因 此 p' 是 1 的 下 邻 (Y pE7T). 若 p,g€E€T,， px9g,， 由 上 
述 结果 易 证 p 志 9 (否则 ，4q’ 过 pVa =J， 导 出 p =q ,从 而 
旋 =9， 了 矛盾 ) .由 于 工 是 原子 格 ， 易 见 当 a 二 5 时， 必 有 了 ,三 
了 ,， 若 A4ST, 记 4= Vp. 设 有 gE€7, 但 g€EA， 则 Pp 志 q 
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(VpEA， 从 而 c= VY p<q’， 由 此 可 知 ga 于 是 推出 
T= .4， 故 映射 p，arh>7。 是 元 到 了 的 才 集 格 己 (7) 上 的 双 射 . 
显然 .三 Tv<->o<0， 故 p 是 格 同 构 ， 内 此 (4) 成立， 

事实 上 ， 将 定理 4 中 也 是 原子 格 的 条 件 换 成 了 是 原子 的 
并 ， 相 应 的 结论 仍 成 立 (练习 1) ， 


由 定理 4 直接 可 得 


推论 3 设 工 是 长 为 n 的 格 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) 工 是 Boole 格 ， 

(2) 工 是 分 配 格 ， 且 7 是 原子 的 并 3 

(3) 工 中 每 一 个 元 有 唯一 补 元 ; 

(4) 工 同 构 于 1 元 集 的 暴 集 格 ， 

证 明 贸 作 练习 .是 
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1. 设 工 是 Boole 格 ， 证 明 下 述 条 件 等 价 ， 

(1) 工 是 原子 格 ; 

(2) 7 是 原子 的 并 3 

(3) 工 中 每 一 个 非 堆 元 都 包含 一 个 原子 ， 

利用 上 述 结 采 说 明 在 定理 3 或 定理 4 中 ,将 条 件 “ 工 是 原子 
格 ” 换 成 上 述 (2) 或 (3)， 相 应 的 结论 仍 成 立 . 

2. 证 明 本 节 推 论 3. : 

3. 设 工 是 有 仆 格 ， 并 且 满 足 ， 车 a,xEL，a 八 x=O， 则 
Xa’. 正明 ， 

(1) 工 中 每 一 个 元 的 外 元 唯一 ; 

(2) 石 a 所 bla,b6EL)， 则 a 人 b= 0， 和 且 6b 所 a’， 

(3) 区 是 Boole 格 。 


$8.4 Boole 函 数 


本 而 讨论 定义 在 一 个 Boole 格 上 的 函数 一 一 Boole 函 数 ， 
设 B 是 一 个 给 定 的 Boole 格 ， 称 B 中 的 元 案 为 常量 ， 若 
Xi，。 Xz，"…，。Xs 是 一 些 示 定 元 (变量)， 利用 交 、 并 、 补 符号 
246.。 
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《 即 人 ，V，" ) 把 这 些 变量 及 一 些 常量 连接 而 成 的 式 子 叫 
做 了 B 上 的 Boole 式 .确切 地 可 定义 如 证 ， 
(1 每 一 个 变量 或 常量 都 是 一 个 Boole 式 ; 
(2) 若 p，4 是 Boole 式 ， 则 p*，p 八 9，p V9 也 是 Boole 
式 ; : | 
(3) 每 一 个 Boole 式 都 以 确定 的 方式 给 出 ( 即 诸 常 量 及 蛮 
量 按 确定 的 顺序 用 八 ，V，“ 符号 经 有 限 次 连接 起 来 ). 
含有 刀 个 变量 的 Boole 式 叫做 和 元 Boole 式 ， 常 记 作 上 p 
(X1，X，，%…。，X%) 。 这 时 和 若 用 恕 中 任意 2 个 元 守 Gl， ar， ……"， 
Gn 代 质 诸 变量 ， 则 得 到 万 中 一 个 元 素 bp(aa，a，…，as) ， 琴 
此 每 一 个 nn 元 Boole 式 表示 了 B 上 的 一 个 9 元 水 数 ， 岂 做 nn 元 
Boole 范 数 ， 
称 两 个 Boole 函 数 p 与 9 相等 或 恒 等 ( 记 作 p=q)， 当 且 
仅 当 利用 Boole 格 的 诸 算 律 (如 关于 交 , 并 ,、 补 的 交换 律 , 结 合 
律 , 分 配 律 , 吸 收 律 .De Morgan 律 等 等 ) 由 其 中 个 可 推出 
为 一 个 . 
习惯 上 党 将 p 八 git 作 pq.。 知 一 个 Boole 式 不 出 现 符号 
*\V”( 即 诸 变 量 及 常量 只 用 符号 信 ， “连结 )， 则 称 之 为 单项 
式 . 显然 每 一 个 Boole 式 可 表 成 ( 即 恒 等 于 ) 著 干 单 项 式 之 
并 ， 而 且 任 意 变 元 x 及 x’ 在 每 一 个 单项 式 中 不 同时 出 现 ( 否 
则 ， 由 于 xx’” =x 八 x = 0, 该 项 可 以 去 掉 )， 例如 二 元 Boole 
各 数 f(x，y) 总 可 表 为 下 述 形 式 ; . 
f(x, y) = Q1 Vasx Vasy Vasx’ Vasy’ Vaexy’ Varx’y 
Vagsx’ y’ Vasxy, (oa,EB,i=1,2,°%,9). 
下 面 研 究 一 元 Boole 消 数 . 
设 B 炉 给 定 的 Boole 格 ，f (x) 是 B 上 的 一 元 Boole 孙 数 . 


2475 


0 a i 


显然 f(x) 可 表 为 i 
f (x) =axVbx’ Vc (a1 b1, ci: EDB). 
由 于 c1 = c =ci(x Vx ) =cix\Vcix’'， 代 人 上 式 得 
f (x) = px'\Vqx’, (8.4.17 

其 中 p=alVecs，9=b1Vct， 称 式 (8.4.1) 是 f (x) 的 正规 式 、 

由 $8.2 知道 ,Boole 格 事 可 确定 一 个 Boole 环 ,其 中 aVb 
=a+b+ab，a = 了 +a。 于 是 

Px\Vagx’ = px +9x’ + prqgx’ = px 十 9X7/ 
= pxt+a(l+x)=g+ (p+aq)x, 

娩 ] f(x) =at+bx (8.4.2) . 
其 中 a=g，65= p+g， 式 (8.4,2) 叫做 f (x) 的 加 法 式 . 

能 使 f(a) = O 的 元 索 a€ B 吕 做 f(x) 的 零点 ， 或 称 为 方程 - 
f(x) = O 的 解 . 

对 于 4,5bEB， 给 定 方程 

at+tbx=O (8.4.3) 
则 称 方程 
px= (8.4.4) 

是 方程 (8.4.3) 的 导出 齐 次 方程 . 

定理 1 方程 (8.4.3) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 a 志 56， 当 此 
条 件 满足 时 ， 该 方程 的 全 部 解 为 x=a+z， (VYVzs 和 07)， 

分 以 下 几 个 命题 证 明 ， 

命题 1 方程 (8.4.3) 有 解 二 >a<<b. 

证 ”出 于 方程 (8.4.3) 与 方程 5x = a 同 解 ， 故 命题 显然 成 . 
vy. 

命题 2 若 4,vEB 是 方程 (8,4.3) 的 两 个 解 ， 则 w+v 是- 
其 导出 齐 次 方程 (8.4.4) 的 解 . 
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证 设 cot+bw=0，at+bv=O， 因 此 a=bu=6bv， 于 是 
utv) =butbv=ata=O, Ruytv 是 齐 次 方程 (8.4.4) 的 
命题 3 方程 (8.4.3) 的 每 一 个 解 均 可 表 为 o 与 (8.4 4. 4) 
的 一 个 解 z 之 和 (y=a+2z).。 

”证 设 方程 (8.4.3) 有 解 ， 则 o 和 .显然 a 是 该 方程 的 
一 个 解 . 若 y 是 (8.4.3) 的 任意 一 个 解 ， 由 命 题 2 知 z=a+y 
是 (8.4.4) 的 一 个 解 . 于 是 y>= ac+z( 因 为 c+G= O 〇 ) ， 量 

命题 4 齐 次 方程 (8.4.4) 与 方程 

b'x=x (8.4.5) 
网 解 ， 并 且 {y |yE5， 且 y 生 2)} 是 方程 (8.4.5) 的 全 部 解 . 

证 因为 6 = T+6， 于 是 6'xX=x+bx， 故 bx =O 当 且 仅 
当 b/x=x。.。 最 后 的 断言 是 显然 的 . 时 

综合 上 述 可 知 定理 1 成 立 . 

推论 1 ”在 定理 1 中 ， 设 c 委 5， 则 下 述 条 件 等 价 ; 

(1) 方 程 c+px= CO 有 唯一 解 

(2)D′ = CO; 

(3)b= 7 

(4) 映射 YF(x) =a+Dx 是 已 上 的 双 射 . 

证 明 留 给 读者 . 攻 | 

下 面 讨论 一 元 函数 (x) = px'Vgqx’ 的 值 域 . 

定理 2 设 了 是 Boole 格 ，p,9€B， 则 一 元 Boole 员 数 
了 (x) = px Vqx' 的 值 域 充满 区 | 闻 Lpq,pVgqj， 即 

f(B)={ala€B, Hp/N\g<a<pVa}. 

证 将 5E€B， 显 然 1(6) = pbVgb' 志 pVYq. 又 因 

pa= paq(bVb’)= pab V pab” Spb Vab" =f(0)， 
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故 f (b) EL po, pVaqj. 车 z ELpgqg，p\V91， 则 有 paqz= pq 
z=z(pVqg) =z(p+q+pg) =paqt+z(p+9, 
从 而 q+2= (q 十 2) (p+q)<p+gqg. 
由 定理 1 知道 方程 (+ox=a+2z 有 解 ， 即 存在 ED， 使得- 
(p+95b=q+z, 于 是 
z= (p+q9)b+q= po+g (T+6) = pb+aqb’ = pb Vab’ 
= (6) Ef BD). 
改 f(B)=[pg, pVa. 
定理 3 一 元 Booe 轴 数 具有 下 述 性 质 ， 
(1) 车 F(x) = px\Yqx’， 则 
f(x) = pxi+qx’ = (pi+qa)x+oq, 
ff’ (x)=p’x+q x = (pp +9 Xt+q’; 
(2) 车 f(x) = px\Vqix’ = px+gqx’ (f=1,2)， 册 
f1C%) f(x) = pipsx\/ 919s%’ = pipsx 二 0192X ， 
fi(%x) Vfs (x) = (pi1V pbs) XV (qr1 Vag) x’ 
= (pi Vps) x + (qi V9:) x’, 
fi (Xx) + f(x) = (pit pe) xV (qi+ 92) xX’ 
= (pi+ p2) x+ (91+q,) xX’, 
证 明 留 作 练 习 . 里 . 
一 元 Boole 呆 数 可 以 看 成 是 Boole 格 BB 到 自身 的 一 个 映 
射 ， 容 易 证 明 下 述 结 果 ， 
定理 4 设 B 是 Boole 格 ，f (x) = pxVq*x’' 是 给 定 的 一 元 
Boole 孙 数 (p,g EB)， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
(1) 了 是 序 问 态 ; 
(2) 了 是 交 则 态 ( 即 乘法 同 态 )， 
(3) f 是 并 同 态 ; 
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《4)9< 委 力 。 

证 显然 1(O) =q，f(D) = 包 因此 (U 列 洱 (分量 
$ 3. 4 定理 1 知 (2) 、(3) 分 别 瘟 涵 (1)， 从 而 也 列 家 (4) 。 

衣 ( 急 成 立 ， 色 9 委 久 则 pg=q， 于 是 

f(x) = px\Vpqx’ = p(x Vgx’) = 力 (XV9) = pxVg。 
由 此 可 见 上 是 序 同 态 ， 即 (4) 药 涵 (1)。 若 a,6EB， 则 

fo) f(b) = (pa\Vog) (pb\Va) = pab Va= f (ab). 

f la) Vf) = (pa\Vq)V (pb\Vg) = plaVb) Vg 

= f(aVb). 

即 上 是 乘法 间 态 又 是 并 同 态 . 故 (4) 北 涵 (2) 号 
(3). 

推论 2 在 定理 4 中 ， | 

(1) f 是 B 的 格 自 同 态 >g<p; 

(2) f 是 B 的 格 日 同 构 志 >p=J，q=0. 

证 明 留 作 练 习 . 自 : 

由 此 可 见 ， 由 一 元 Boole 函数 导出 的 Boole 格 的 目 同 构 
只 到 恒 等 自 同 构 . | 

设 是 环 情 到 RR’ 的 一 个 映射 ， 若 对 任意 a,5ER， 都 有 

flato)={(0) +6), f(ab) = f (0) f(D), 

则 称 f 是 环 辐 访 、 若 f 是 环 同 态 ， 又 是 双 射 ， 则 称 f 为 环 同 
构 ， 当下 = 玫 时 ， 相 应 的 环 同 态 ( 环 同 构 ) 叫做 玉 的 环 自 同 态 
( 环 自 同 构 ) . 

让 后 过 论 一 元 Boole 函 数 同 Boole 环 的 让 同 态 的 联系 ， 

定理 5 设 B 是 Boole 客 (也 表示 相应 的 Boole 环 ) ,f(x) 
一 px Vgqx 是 一 元 Boole 国 数 (p,9 B83)， 则 下 述 条 件 等 价 : 

(1) f 是 加 法 同 态 ， | 
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(2) 乒 是 环 自 同 态 ; 

(3) 9 = 人 

证 设 (1) 成立 即 f(at+b)=f(a) +f(b)，VYas,b€ 
及 ， 取 0 = 0， 则 gq = f(O) = O， 因 此 (38) 成立， 再 由 推 论 2 
和 了 是 乘法 同 态 ， 故 (2) 成 立 ， 有 反之 ， 若 gqg=O， 则 f(x) = 
zx。 显 然 了 是 加 法 同 态 ， 即 (1) 成立 ，(2) 蕴 涵 (1) 是 朋 显 
的 。 故 定理 得 证 ， 浊 

推论 5 在 定理 5 出 ， : 

(1) 厂 是 环 旦 同 态 ， 则 f 必 是 格 自 同 态 

(2) f 是 环 自 同 构 志 > f 是 格 自 同 构 ，。 

证 明 留 给 读者 . 生 


练 时 

1. 证 明 ，Boole 格 已 上 任意 二 元 Boole 毅 数 f(x,y) 总 可 

吉成 下 述 形 式 ， 
f (X,Y) = G1XY Ya10XY7 YaoiX yy YaooX y’, 

(其 中 ay GE 号 ， i,j=0,1). 

2. 仆 证 本 节 推 论 1 一 推论 3 及 定理 3. 

3. 证 明 ， 二 元 Boole 洲 数 f (x,y) = pxyVgx’yVrxy’V 
sx y' 的 值 域 充满 区 间 [pgrs，pVgqVrVsj. 
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第 九 章 ” 目 由 格 


本 章 先 介绍 自 由 格 的 一 般 概念 ($9.1)， 进 而 讨论 自由 
分 配 格 ($9.2) ,自由 Boole 代 数 (§ 9.3) 及 自由 模 烙 ( § 9.4). 


$9.1 自 由 将 


设 斑 是 击 子 集 天 所 生成 的 格 。 才 对 任 章 格 工 及 了 到 世 的 
一 个 映射 p， 总 存在 到 工 的 一 个 格 同 态 pg*， 使 得 YxEX， 
g* (x) =g (x)， 则 称 革 是 格 政 的 一 个 自由 生成 桶 ， 政 岂 做 一 
个 自由 格 . 

若 用 r 玫 示 无 到 尺 的 包含 映射 ( 即 忆 
r(x) =x，VYxEX)， 则 上 上述 定 义 条 件 可 肥 


F 
表述 为 ， 对 任意 格 工 及 映射 p: X>L，'。 、 tp 
总 存在 格 同 态 g*:， ->L， 使 得 g*r =p +t 


( 妈 图 9.1.1 可 交换 ) .有 时 也 称 9 可 以 


开拓 成 格 同 态 9g* .容易 证 明 这 样 的 gp 图 9.1.1 
至 多 有 一 个 ， 

在 同 构 意 义 下 ， 贞 由 格 由 它 的 自由 生成 系 的 势 (基数 ) 哈 
一 确定 . 


定理 1 设 汉 3， 分 别 是 目 由 格局 二 的 月 出 生成 系 . 
如 果 存 在 双 射 2p: 六 1 习 针 ,， 则 存在 烙 同 构 g”，F,->F,, 使 得 
YaEX,, gp™ (a) = (a). 
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证 显然 gp 有 逆 肌 射 p-:， 关 一 大， 记 o5= 攻 。 由 自由 
属 的 定义 知 存在 格 问 访 g* 及 六 ( 见 图 9.1.2)， 使 得 g* (a) = 
Xp po) (VaEX), pb) = $6) (VLE 
| | 义 ,) ， 由 于 多 是 FF 的 生成 系 ， 对 于 任意 

| a EF,， 存 在 Qi,4;，"… ,QoSX! 及 格 多 项 


式 户 (yiyyzy… Yn)， 使 得 a = p (lai, as， 
和 
XI—— Hl pg* (a) = (pp* a), op* (a,), 
图 9.1.2 0 (a.))) 


= J* (pl a) 9 (a) oO(cs))) 
= p90) pg) ,pp (a,)) 
= pV (a) ,YY az) s** ,PD a,)) 
= p(qiya2s sya) = a, 
因此 六 gg* 是 下 的 恒 等 映 射 。 同 理 证 py*Y* 是 的 恒 等 映 射 . 故 
9 是 格 同 构 上 映射 (六 是 其 迹 贞 射 ). 和 
下 面 考虑 如 何 构 造 一 个 自由 格 . 
设 蕊 是 给 定 的 一 个 非 空 集合 ， 丈 (X) 是 X 上 的 字 代 数 
(所 3$3.9). 在 所 (X) 上 如 下 定义 一 个 二 元 关系 三， 对 于 住 
屿 的 p,9€E1WVW()， 设 秩 p+ 秩 g =+， 
(1) 当 r = 2 时 ( 岂 p,gEX)， 规 定 pqg 寺 > p= 9g; 
(2) 当 r 之 2 时， 假定 对 于 秩 p+ 秩 g’ <r 一 1 的 情形 ， 
pP' 志 4q 已 经 有 定义 ， 则 规定 bp 三 q 专 之 下 述 4 种 情形 之 一 成 
Y: 
(1) p=p 作 pe Hpi<q 或 ps<a) 
(1i) p= piVps, Hpi<aq, p<qs 
(iii) g=qi/N\qs, Hp qi P23 
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(ir) g =g;:Vgs, 有 pq 或 p< qs, 
(其 中 p,,g, EW (X)， i 二 1],2) 

容易 证 明 上 述 定 义 是 合理 的 ， 并 且 满 足 自 反 性 和 传 入 
性 ， 即 有 下 述 
定理 2 ” 设 怀 , 矿 (%) 及 乏 同 上 ， 则 二 元 关 系 所 是 WW (X》 

的 一 个 拟 序 ， 

证 设 pEW(X)。 车 秩 p=1， 显然 由 定义 知 p<p。 设 
秩 户 = >1， 并 且 假 定 对 所 有 秩 比 > 小 的 gE 球 (X)， 均 有 4 
gq， 则 存在 pi,p EVW(X) ,使 得 p= piVps 或 p= 人 八 p;, 其 
中 秩 p, 过 秩 p=r(i=1,2)。 由 归纳 假设 知 pi pr preps 
由 定义 得 p 夺 p。 故 志 福 足 且 肥 性 . 

为 证 传递 性 ， 注 意 下 述 事 实 ， 若 p 所 gq, 且 p= piVps(p， 
gq pi Pp: EW(X)), 则 pi<q, p; 己 q( 可 对 秩 使 用 妇 缩 
法 证 明 )， 对 偶 的 结论 也 成 立 。 

设 p,q9wEW(K)， 并 且 pqg，gq 志 w。 仿 秩 p+ 秩 g+ 
秩 w = k， 下 面 对 避 使 用 数学 归纳 法 . 当 忆 = 3 时 ， 易 见 秩 p = 
秩 g = 秩 岂 =1， 上 出 志 的 定义 知 p=g=w， 因 此 pw, 设 k> 
3 ， 并 且 假 定 对 于 秩 户 + 秩 9 + 秩 w<R 的 情形 结论 已 经 成 立 、 
这 时 至 多 有 以 下 七 种 情形 ， 

(Dp=piVp, (pEW(X), i=1,2); 

(2) 秩 p=1 (BIpEX), q=gqiVg: (qaEW (NX) ,i=1, 
2)3 : 

(3)p=piAps q9=qVg, (pgs EW(A), 1=1,2), 

(4) 秩 g=1 (Blg€EX), w=w Vw, (aEW(X),i= 
1 2)3 z 
Dw=wAw, (Cw ENN, 1=1,2); 
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(0) 秩 w=1 (BwEX), gq=gqN\g: (qEW(X), i= 
1,2)} : 
(DNq=qANgs w=w Vw (qsw EW (NX) i=1,2). 
对 于 情形 (1)， 由 上 面 得 到 的 结果 知 pq，ps 万 q。 再 
葵 妇 纳 假设 得 pj 所 w，ps 三 w， 从 而 pw. 在 (2) 中 ， 由 对 
偶 原则 得 p 志 qi 或 p 志 gq;， Hqw, gw. 由 归纳 假设 得 p 
所 岂 。 对 于 情形 (3)， 由 p 筷 gq 可 知 存在 某 个 使 得 p, 专 q 或 者 
有 某 个 g, 使 得 p 志 q,。 由 前 着 知 p, 拟 w， 从 而 pb 所 w， 由 后 者 知 
所 Ww，4qs 志 多， 从 而 Pp 委 w，。 在 (4) 中 ， 由 g 志 ?r 知 g 志 wi 或 者 
dw, 应 用 归纳 假设 得 p 筷 w! 或 者 pw,， 从 而 Pw. 情形 
(5) 、(6) (7) 分 别 是 (1 、(2) 、(3) 的 对 偶 ， 
综合 上 述 可 知 ， 无 论 哪 种 情形 ， 均 朋 p 所 w. 故人 传递 衬 
成 六 , 莉 z 
在 凡人 ( 愉 ) 中 如 下 定义 二 元 关系 一 : 
p~aq<>ps<qHas<p, Vp,gEW (NX) 
则 一 是 矿 (4) 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 在 商 集 矿 (%)/ 一 中 规定 
[p<Lgj<>p<g (VY ps9 EW (X)), 
则 (V(X)/~， 和 二) 成 为 一 个 偏 序 集 (§ 2,1 定 理 4). 
定理 5 (V(X)/ 一 ， 志 ) 是 自由 格 ，X*= {[xj|xEX} 
是 它 的 一 个 由 忠生 成 系 , 并 且 酉 射 xP[Lx] 是 X 到 X* 的 双 射 ， 
证 在 偏 序 集 (1W (XX) /~， 志 ) 中， 任意 两 个 元 素 ( 等 价 
类 )Lp]，Lg] 的 上 ,下 确 界 存在 ， 即 
LpjVLoaj=LpVal, LplALgj=[pAg]. 
因此 V(X) /一 ， 委 ) 是 格 。 显然 Xx = {[Lx]|xEX 是 它 的 
生成 系 ， 并 且 映 射 XxmwLxJ] 是 卫 到 XX* 的 双 射 。 设 工 是 一 个 格 ， 
文 议 J; XX* 习 L 是 任意 映射， 则 可 得 到 苇 到 上 的 一 个 肌 射 . 
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;XP ([x])， 由 字 代数 所 (X) 的 泛 性 ($3.9 定 理 1) 知 可 
讼 开拓 成 矿 (XX) 到 工 的 映射 妨 , 使 得 (x) = (x) = 9 (Lx]) 
(VxE€X)， 并 且 对 于 p,qg€E1WJ](X)， 有 / 

PVA9) =D VG (PAq) =D 人 人 (q). 
下 面 证 明 巡 在 一 的 每 个 等 价 类 上 作用 相 忆 .为 此 只 须 证 明 , 
当 p 志 gq 时 必 有 六 (2p) 委 作 (9) 。 

设 秩 p+ 秩 gqg=7r， 对 ?使 用 归纳 法 . 当 r =2 时 ( 即 p,g€ 
驻 )， 结 论 显然 成 立 。 假定 r 汪 >2， 并 且 对 于 秩 p + 秩 g<r 的 情 
形 结论 已 经 成 立 ， 当 秩 p+ 秩 g=r，p 夸 q 时 可 分 以 下 五 种 情 
形 ， 

(1) p= pV ps, pis ps EW (NX) 

(2) p= piA poe, pispe EW NX), oEX,; 

(3) p= pi/MN\ps 9 = 91V gs p;s9: EW CX), ?=1,2; 

(4) 9 = gih\ 4Q:, qsq EW (RK), z 

(5Yg= giVq qi39: EW(X), pEX. 

在 (1) 中 可 得 p<g， 和 由 归纳 假设 知 #*(p) < (0)，5= 1 
2、 于 是 有 六 (O) = 六 (1) VI(p,) 夺 六 (gq)。 在 (2) 中 可 
得 pp 肆 p, 三 gq (i= 1 或 2)， 由 归纳 假设 知 六 (Pp) 魏 妊 (9) .在 (3) 
中 可 得 p 志 p,q 或 p 三 qj 人 gq(i,7= 1 或 2)， 再 由 归纳 假设 推 
By (p) SW (9), 

(4) 与 (5) 分 别 是 (1) 与 (2) 的 对 侦 情 形 

演 合 上 述 可 论 可 知 久 导出 商 集 矿 (X) /一 到 工 的 一 个 映 
射 p*， 使 得 g* ([a]) = 六 (gq)，Yg EWV(X)。 容易 证 明 g* 是 
格 同 态 , 有 gp*《[x]) =gp (LxJ])，VYV[Lx]EX*，,， 故 (V(X)/~， 
二 ) 是 一 个 自由 格 ，X*#* 是 它 的 自由 生成 系 。 目 - 

在 上 述 定 理由， 如果 将 x(xE4) 与 [x] 等 同 看 待 ， 志 每 
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慌 等 同 看 待 ， 并 且 p =g 当 且 仅 当 [p]= [gj， 那么 自由 格 - 
(W(X) ~ 一， 六) 就 可 以 看 成 是 以 天 为 自由 生成 系 的 自由 格 
( 记 作 FL (AX)). | 

因此 对 任意 非 空 集合 XX， 都 存在 一 个 以 铸 为 自由 生成 系 
的 目 由 格 . 

由 定理 3 可 以 给 出 格 中 一 个 子 集 成 为 良 由 生成 系 的 特 
征 。 
推论 1 格 已 的 非 空子 集 怀 是 一 个 自由 生成 系 拓 > 上 由 从 
车 生 成， 并 且 满 足下 述 条 件 : 

(H) 若 x 委 y%，XoyEAX， 刚 YX= 3 

(2) 和 若 X 委 UV YE 有 VEF， 则 x 委 4 下 YX 魏 U 

(3) 咎 4 人 < 委 x，YXEX，2bEF， 则 5 入 yx 或 v 福 X%4 

(4) 若 s 作 14Vv，sstyusvE8， 则 或 者 s 人 +t 志 4 或 者 
3 人 < 入"， 或 者 s 委 4Vz， 或 者 1 三 wxVzv。 

证 明 留 作 练 习 . 时 

推论 2 ”任何 格 元 都 是 其 一 个 由 由 格 的 同 态 象 . 

证 任 取 区 的 一 个 生成 系 耳 ( 堪 避 )，FL( 了 XX) 是 以 及 为 
自由 生成 系 的 目 由 格 , 则 有 到 自身 的 恒 等 映射 可 以 开拓 成 FL 
《4) 到 上 的 一 个 格 同 态 p， 显 然 p 是 满 同 态 ， 故 推论 成 立 . 时 

定理 4 设 woo 是 给 定 的 两 个 > 元 格 多 项 式 ， 则 下 述 条 件 
等 价 ， / 

(1) 任 意 格 工 满 足 格 等 式 4 =v， 

(2) 任意 有 限 格 入 满足 阁 等 式 4 =v; 

(3) 任 意 自 由 格 政 满足 格 等 式 w = 5. 

证 由 推论 2 可 知 (3)=> (1) 二 (2) 显然 成 立 下 证 
《2) 二 (8)。 者 有 某 一 个 目 由 格 FL(X) 不 满足 w=5, 则 


* 258。 


jr 2 


存在 pi,p,"",p, EW ( 关 )， 使 得 1 
J ,p,) 。 
不 妨 设 秩 4 (bi sp) 十 秩 D (pe 加) =m = {Xi Xe 
是 ?元 有 限 集 。 令 
| M= {plpEW(X)， 秩 p 所 nn})， 
q= X11V Xs V "VX,, 
={qi 八 q; 八 … 人 gg,|q:E MM,r 为 正 整 数 } U {gq}. 
易 证 上 是 有 限 格 ， 并 且 工 不 满足 格 等 式 w=v.， 因此 (2) 药 
矣 (3). 是 
一 个 自由 格 政 可 能 包含 一 个 真子 格 5 也 是 自由 格 ， 但 是 
下 的 自由 生成 系 的 势 未 必 大 于 S$ 的 自由 生成 系 的 势 .P. Whi- 
<man 曾 证 明了 下 述 结果 ， 由 三 个 元 素 自由 生成 的 格 包含 一 
个 由 无 限 多 个 元 素 自 由 生成 的 子 格 "5 


练 习 


1. 证 明 本 地 推论 1. 
2. 证 有 明 ， 具 由 格 定 义 中 的 g* 是 唯一 的 ， 
3. 若 自由 格 尺 有 两 个 自由 生成 系 藉 ，Y， 证 明生 = 了 . 


$9.2 自由 分 配 格 


设 『 是 由 子 集 广 生成 的 分 配 格 ， 并 且 对 于 针 到 一 个 分配 
: 格 上 的 任意 上 映射 p， 均 可 开拓 成 fF 到 工 的 格 同 态 g*， 这 时 就 称 
吓 是 由 六 生成 的 自由 分 配 格 ， 

类 似 $9.1 定 理 1!， 有 下 述 结果 ， 

定理 1 设 已 ,是 由 X, (i=1，2) 生成 的 自 由 分 配 格 ， 
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9: 甘 1> 久 ,是 双 射 ， 则 gg 可 以 开拓 成 格 同 构 g*: Fi>F。。 

证 明 留 给 读者 . 用 

下 面 着 重 讨 论 由 n 个 元 素 生 成 的 自由 分 配 格 , 为 此 而 妥 
| 个 所 出 正 规 多 项 起 的 概念. 

设 和 N= {1，2，…? #} 是 一 个 下 标 集 ， N 的 一 个 子 集 系 
J 电 做 六 的 7- 半 于 编 条 如 果 J 是 入 的 容 集 格 P(NV) 中 的 一 个 
1- 网 子 集 ( 见 $ 2.5) 显然 /是 入 的 1- 闭 子 集 系 当 县 仪 当 对 任 
意 4SEDBSEN， 备 4EJ， 必 有 妃 EJ。 称 /是 人 的 非 平 凡 J- 闭 
子 集 系 ， 如 果 J/ 关 名, 了 天 P(N). 吻 证 入 的 两 个 非 平凡 的 J- 闭 
子 集 系 的 交 与 并 仍 是 入 的 非 平 凡 的 盖 闭 子 集 系 。J- 闭 子 集 系 
7/ 是非 平凡 的 当 且 仅 当 J 关 必 且 S# 作 (YSEDJ. 

由 $ 3.9 定 理 4 知道 ， 在 分 配 格 上 ， 和 任何 一 个 格 多 项 式 总 
可 表 为 ( 即 恒 等 于 ) 一 些 人 -多 项 式 之 并 或 一 些 V- 多 项 式 之 交 . 

设 ] 是 N= {1，2，…， 侨 的 一 个 非 平 凡 J- 闭 子 集 系 . 


称 形 如 
fr(Xig Xe “, “y= V(Ax,) 


a | 


的 格 多 项 式 为 n 元 -正规 多 项 式 . 
容易 证 明 
定理 1 在 任意 分 配 格 上 中 ， | 
(1) 潜 fj( 久 )，fz (XX) 是 下 = {Xi1，Xz，。**…，Xs} 上 两 个 
-正规 多 项 式 ， 则 fjoxr (车 )，fyvx( 久 ) 也 是 六 上 的 i- 正规 多 
项 式 ， 并 且 
fr(A)Afr A) = fr (A), 
fr(X)V fr (AX) =.f,ur (XX)., | 
(2) 知 coEZ =1l 2 1)， 则 由 G1，*"，.0s 生 
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乱 的 子 格 恰 由 所 有 形 如 fj(ai， GQ2» “""，, a,) 的 元 索 所 组 成 ， 
其 中 fj (xi， ”9 xs) 取 遍 所 有 所 = {xi …， 2 上 的 本 正规 
多 项 式 。 
证 (〈1) 显然 . 

、 (2) 记 歼 = { 广 (ai，a:，…，ca) | 万 (XXX %…，Xa) 是 

码 上 的 呈正 规 多 项 式 }. 和) 生子 和 并 且 任 意 旬 
合 cv G2> "°° | 

J={4j4SEf1 2, 0, 1}, jc (1 <i<n) 

易 风 fj (xX1，X2，…， 是 和 上 的 J 正规 多 项 式 并 且 L 满 
足 格 等 式 % = fs(X1，X2，"…*，X,) .于 是 as= f(a1 G29***s 
Ga) EV GG=1，2， ,nn)。. 因此 矿 是 上 中 包含 gl，@a， 
…， aa 的 最 小 的 子 格 ， 即 矿 是 由 ac，c:，…，as 生 成 的 子 
格 . 
. 定理 2 设 上 =2 是 是 有 rn 个 原子 ps Ps, **'， 访 。 的 Boole 
千 ， + 二 (pr J 是 由 ps (pu 的 补 元 ) 生 刻 的 主 理想 4 - 1, 2， 

*，1)，。 则 上 的 子 集 以 是 上 的 非 平 凡 M- 闭 子 集 当 且 仅 当 存在 
x X29 “°°*, XxX.} 上 的 J 正规 多 项 式 f (X19 Xs 。。， 
%。)。 使 得 


从 = 记 (1 A,， 和 = UL 人 A， ) 


证 石 广 (xX1， Xs， 9 Me) 是 ~ 正规 多 项 式 ，, 对 任意 
AEJ， 由 3§ 3.3 推 论 2 可 知 
A] 


是 上 的 M- 闭 子 集 。 因此 
f(A Xs A) = U(N 人 ) 


反之 ， 站 是 的 王八 人 国 于 全 易 见 M = U (ao]。 
对 任意 cE M，c: 和 7， 存 在 {1，2，…， n} 的 非 空 于 集 B。。 
使 得 a= 八 p,'. 令 

Jo={A| AS{l, 2, *, 4}, HL.B,.SA}, 
则 jv。(xi。，…， xs) 是 ]~ 正 规 多 项 式 ， 并 且 

(ol=fr Xs Xa x) = UU (NN,). 


令 J= UJ 则 (xl Koy ，。 NX,) 是 J- 正 规 多 项 式 , 并 且 . 
M= Ual= UU fs CX ,xX,) 


= fi(X， 必 
由 于 L=2" 同 构 于 nn 元 集 {P1，p2，*""…，pP.} 的 只 集 格 
( § 8.3 定 理 2 )， 利 用 上 述 结果 可 知 二 的 非 平 凡 M- 闭 子 集 则 
下 = {Xi，xXz，*…，x。} 上 的 和 -正规 多 项 式 存在 一 一 对 应 ， 
由 上 述 第 果 直 接 可 得 
定理 5 设 F 是 匀 = {xi，x:，*…，%,} 上 所 有 J~- 正 规 多 项 
式 组 成 的 集合 ， 规 定 
: fr(X)Nfr (KX) =fror(X), 
fr(X)Vfr(X) fo 
则 (1D (F， 八 ，V) 是 由 fnGti=1，2，*…， 02) 生成 的 下 
由 分 配 格 其 中 jj={4|4S tl 2 1}, i€A}, 
1 和 < 三 7. 
(2) 下 同 构 于 n 元 集 {1，2，。…、?} 的 所 有 非 平凡 本 闭 子 - 
集 系 构成 的 集 环 ， 是 
因此 我 们 有 下 述 结论 ， | 
定理 4 ”由 tn 个 元 生成 的 自由 分 配 格 ，. 同 构 于 "元 集 {1ly ， 
“I wm 


2，…，f} 的 所 有 非 平凡 J- 闭 子 集 系 构成 的 集 环 .添加 放 阁 
OQ，T 谤 后 ， 则 同 构 于 22* ( 记 作 FD (n)， 其 中 指 数 2 是 指 n 元 
集 的 宕 集 格 ). : | 

证 由 837.2 定理 1 及 上 述 结 果 知 结论 成 立 . 


| 练 习 
! 证 明 本 节 定 理 1. : 
2. 令 f (n) 表示 FD (wn) 的 元 素 个 数 . 试 证 ，f(1) =3， 
f(2)=6, f(3) =20, f(4) = 168. : 
3. 试 证 ， 奇 n 是 偶数 ， 则 FD(n) 的 元 素 个 数 也 为 偶 
人 


$9.3 自由 Boole 代 数 


首先 讨论 Boole 多 项 式 ， 

用 符号 人 ,，V， “把 "个 变量 xyz，，%…，,x* 连 接 起 来 的 式 
-于 肌 做 一 个 Boole 多 项 式 ， 通 常用 f (x1，Xxs，…，xX,) 表示 . 
反 格 多 项 式 一 样 ， 也 可 以 对 Boole 多 项 式 给 出 严格 的 定义 ( 留 
给 谈 音 去 做 )， 如 $ 8.4 所 述 ， 一 个 Boole 多 项 式 在 任意 Boole 
格 上 可 定义 一 个 Boole 函数 .两 个 Boole 多 项 式 bx 
Xs) 和 9 (X41，，…，X,) 称 为 相等 或 恒 等 ( 记 作 p(x1，*…，zx,) = 
q(x1，*…，X，))， 如 果 它们 在 任何 Boole 格 .上 定义 的 函数 相 
邮 . Boole 多 项 式 之 间 也 可 以 (形式 地 ) 作 交 、 并、 补 运算 (如 
PP 八 bp。 pV 9 及 p’)， 结 果 仍 是 一 个 Boole 多 项 式 . 并且 在 恒 
等 意义 下 ， 在 Boole 客 中 成 立 的 诸 算 律 (如 和 窜 等 律 , 交 换 律 、 
: 弟 合 律 , 奴 路 律 、 分 配 律 及 De Morgaan 律 等 ) 在 这 里 都 满足 。 
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因此 任何 一 个 mn 元 Boole 多 项 式 f (%1，X2，、*…，X%,) 总 可 以 化 : 
成 ( 恒 等 于 ) 下 述 形 式 ( 称 为 析 取 范式 )， 
f Xt Xay Xs) = V (A } 


其 中 yy =x% 或 XI (Vi=1, 2, ,73 j=1,2, ***，1m). 
其 体 方法 如 下 : 

(1) 如 果 Boole 多 项 式 在 某 个 括 号 外 有 取 补 从 号 ““， 则 : 
利用 De Morgan 律 及 对 合 律 

(pAq)’=p Vg, ‘PpPVOD’=p Ng’, (p)’=p, 
将 其 移 到 括号 里 面 去 ， 从 而 使 取 补 符号 “” 仅 出 现在 单个 变 
最 x, 上 . / 

(2) 重复 使 用 分 配 律 、 交 换 律 及 夫 等 律 ，” 可 将 给 定 的 
Boole 多 项 式 化 成 如 下 形式 ， 

f(x1, *, Xa) =V GAN 7a)， 
其 中 /是 由 {1，2，…，， 中 的 者 二 非 空 于 集 构 成 的 子 集 族 ， 
Ya EX Koay Xa XI Xs ，。。 Xa' )}. 

/ (3) 寿 在 某 项 ,人 六 中 ， 同时 出 现 某 个 xy 和 xy ， 则 该 
项 可 以 去 挥 . 

(4) 符 其 项 八 y, 中 ， 既 不 含 X， 又 不 含 x%  ， 则 利 展 
Xi VX =1, 可 得 ” 

人 >: = (A 入 (Xx; VX ) = (AyDV Ay 
其 中 上 式 右 端 出 现 的 两 项 中 必 含 有 %, 或 x . 

重复 上 述 步 驶 ， 可 将 Boole 多 项 式 f (x1，…， % ") 化 成 析 
取 范 式 ， 称 析 取 范式 中 出 现 的 每 一 个 八 - 多 项 入 yrs = 
或 Xx， 二 1，2， ,1) 为 极 小 Boole 多 项 式 . 显然 共有 
2" 个 不 同 的 极 小 Boole 多 项 式 ， 任 何 一 个 Boole 多 项 式 都 可 
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似 化 成 若干 个 极 小 Boole 多 项 式 之 并 . 
例如 三 元 Boole 多 项 式 f = ((x 人 人 y’) Vz’) 人 (a Va )” 
可 化 为 
f= (x VyV2z’)A (2’ 人 2 
= (X 人 2 AX)V (yAN\2 AX) VY (2 A\2’ 和 \X) 
= (yAN\2’ A 人 XxX)V (z’ 入 XX) 
= (yA2 NX) Vz AxAy)V (2 /NxANy’) 
= (XA yAz2)V (XAy 人 z)， : 
斯 有 不 同 的 ( 即 非 恒 等 ) 三 元 极 小 Boole 多 项 式 共 有 八 个 ; 
XAy/Nz, x AyANz2, XANAX 人 z，x 人 7y 人 z/， 
XA\Y 人 zf 人 yz x Ny Nz, x 人 \y’ ANz. 
”定理 1 有 且 仪 有 一 种 方法 把 已 知 的 Boole 多 项 式 写成 车 
十 个 不 同 的 极 小 Boole 多 项 式 之 并 ( 即 析 取 范 式 是 唯一 
骸 )， 
证 ”机 取现 式 的 存在 性 是 显然 的 . 为 证 唯一 性 ， 只 需 证 
骨 两 组 不 全 相同 的 极 小 Boole 多 项 式 之 并 可 定义 不 忌 的 Boole 
届 数 ， 这 里 仍 用 $ 9.2 定 理 2 中 给 出 的 Boole 格 上 =2"，pi, 
加 ，…， 加 是 二 的 p 个 原子 。 和 ,= (p,']， 易 证 写 / =[o) 恰 
是 和 在 志 内 的 补 集 (i=1， 2， 人。 滞 放 (xx 
Xn) 是 任意 一 个 极 小 Boole 多 项 式 ， 不 妨 设 
CO Mo) 三 Mi 人 Xe 人 xi 人 Ni 人 
人] 
于 是 
fi(X1, “°° 人 
ED A 
容易 证 明 f,( 玉 !，…， 固 ,) 是 工 中 的 单元 集 . 反之 ,对 于 工 的 
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任何 单元 集 {c}， 由 于 c 可 唯一 表 成 者 于 名 之 交 ， 比 如 es 
2 人 pi 信人 5 ， 易 证 对 于 极 小 Boole 多 项 式 
ft (X11 X%a) = Xi 八 AE A A A fsb 
必 有 : 
{a} = f,( 玉 ,，*…， 态 ,) 
= Xu XN Rf Xs,. 


这 样 所 有 元 极 小 Boole 多 项 式 同 工 的 元 素 之 间 存 在 一 一 对 
应 。 因 此 任意 两 组 不 全 相同 的 极 小 Boole 多 项 式 之 并 构 成 的 
析 取 范式 f (x1,，…，xs)，9 (Xx1，…，xn)， 必 定 给 出 工 的 两 
个 不 同 的 子 集 f (XU，…，Xn) 与 9 (Xs),， 即 f，g 
在 的 究 集 格 P(ZL) 上 定义 不 同 的 Boole 消 数 。 是 

记 C[x1，xs，*…，Xn] 为 全 体 n 元 Boole 多 项 式 的 析 取 范 
式 构成 的 集合 。f: 表 示 由 所 有 含 %! 的 极 小 Boole 多 项 式 之 并 
构成 的 析 取 范式 . 易 见 CLxi，*…，xsj 共 有 2 ”个 析 取 范 
式 .。 者 f,g€E€CLxis…，xnj， 则 f 八 gf'V9g，f' 也 是 Boole 
多 项 式 ， 它 们 可 唯一 表 成 析 取 范式 ， 仍 分 别 用 f 八 g,fVg， 
f' 表 示 之 ， 显 然 在 任意 Boole 格 上 ，x:=ft， 因 此 任何 一 
个 析 取 范式 都 可 由 若干 有 取 交 、 并 ,、 补 表 出 ,于 是 有 下 述 结果 ，。 
” 定理 2 ” 设 C[x,，…，xs]，HG=1，2，.…，1z) 同 上 ， 
则 

(1) (CLx，…，Xnj， 八 ，V， 沾 是 由 fi(i= 1，2， 
上 …，1) 生成 的 Boole 人 代数， 它 同 构 于 n 维 Boole 代 数 2" 的 罕 集 
格 ( 即 2*"). 

(2) 若 al，as，…，as 是 Boole 代 数 了 的 任意 n 个 元 案 ， 则 : 
映射 站 (xi，，X) 于， ，Gs) 是 CLx%1，。，*…，x%xnj] 到 B 的 : 
代数 癌 态 ( 即 保持 交 , 并 \ 补 运算 ) 。 
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正明 留 给 读者 ， 8 

和 自由 分 配 格 类 似 ， 下 面 给 出 自由 Boole 代 数 的 定义 ， 

设 8 是 由 n 个 元 素 Xx1:，x。，**…，xs 生 成 的 Boole 代数 ， 六 
且 对 于 下 = {xX1，…， Xsj} 到 一 个 Boole 代 数 4 的 任意 映 射 9p， 
总 可 开拓 成 B 到 .4 的 代数 同 态 p* ( 即 o# (xi) = 9 (xs)，i=1， 
2，…,， #1， 并 且 g*(aN\b) =9* (0) A (6), 9p* (aVb) = 
gp*(a) Vg*(b), gp*(a’) = (gp*(a))’/, Ya, bEB),， 这 时 就 
称 如 是 由 x:，…，xn 生 成 的 自由 Boole 代 数 . 

由 个 元 素 生 成 的 任意 两 个 目 由 Boole 代数 都 是 同 梅 
的 . 

由 上 述 人 村 论 可 知 ， 

推论 1 在 定理 2 中 ，CI[xi，x。，*…，Xxsj 是 由 t 个 元素 
六 (= 1, 2, ***, 1) 生成 的 月 由 Boole 代 数 . 

在 同 构 意义 下 ， 由 +# 个 元 寄生 成 的 有 目 由 Boole 代 数 只 有 一 
个 。 因 此 有 / 

定理 5 ”出 ”个 元 素 生 成 的 目 由 Boole 代 数 是 2*”. (注意 : 
这 里 指数 2 是 指数 字 (2 的 n 次 方 ) ，22: 表示 含 2 个 元 素 集 合 
的 交集 格 ) 此 

练 可 

1 证明 本 节 定 理 2. 

2. 证 明 ， 由 2% 个 元 案 生 成 的 任意 两 个 自由 Boole 代 数 是 同 
构 的 ， 
3. 试 证 ， 由 两 个 元 案 生 成 的 目 由 格 是 一 个 Boole 格 ,但 不 
是 由 两 个 元 素 生 成 的 自由 Boole 代 数 . 
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$94 自由 模 格 


仿 自由 分 配 客 和 自由 Boole 代 数 的 情形 ， 读 者 不 难 给 出 
贿 由 模 格 的 定义 ， 需 要 指出 的 是 ， 模 格 的 代数 性 质 比 起 分 配 
格 要 复杂 得 多 ， 木 节 只 准备 简要 介绍 由 三 个 元 来 生成 的 自由 
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图 9.4.1 


懂 格 及 由 两 个 有 限 链 生成 的 自由 模 格 . 
定理 1(Dedekind) 由 三 个 元 素 生成 的 自由 模 客 含有 28 
个 元 素 ， 其 示 图 如 图 9.4.1(a) , 
证 ”图 9,4.1(a) 所 示 的 偏 序 集 Ms 是 自 对 偶 的 ， 它 所 有 
欧元 素 可 以 对 称 地 分 成 12 组 ， 每 一 组 元 素 对 下 标的 置换 是 不 
«23683 


变 的 . 不 难 验证 ， 在 图 9.4,.1(a) 中 ， 任 赛 两 个 元 素 都 有 上 和 确 
和 者 和 下 确 界 ， 并 且 若 co 关 0 有 公共 上 部 (下 邻 )， 则 必 有 公共 下 
邻 (上 邻 ). 因此 Ms 是 一 个 模 格 (35.4 定 理 2) . 由 图 
9.4.1(a) 可 知 

《= xiV x,V Xs O= x1A x; AN ss 


| = Xs V Xs, bo = Xl V xs, Ws = Xi1 V X21 
Ui = XA\ Xs, D2 = XI1 人 xs， Us = Xi1 A\ Xs; 
C1 = Us MN\ ua, cz = Ul AN\ Uss Cs = Wi 人 ts; 


di = vs V vs, dz = V1 V vs, ds = V1 Vv,; 
C= wi A A ss d = VV vs V vs / 
B=xX Vu (i=1, 2,，3); Qt= Xi 人 2 =1, 2,3)s 
ei = UA (Xe Vo) = (WAX Vo (=1，2，3). 
村 是 Ms 是 由 x1/，x:，xs 三 个 元 素 生 成 的 模 格 . 
尺 一 方面 ， 图 9.4.1(a) 中 关于 交 、 并 运算 所 成 立 的 方程 
( 格 等 式 ) 均 可 由 模 格 所 满足 的 算 律 “〈 朝 等 律 、 交 换 律 、 结 合 
律 . 吸 收 律 及 模 律 等 ) 推出 。 利用 对 称 性 可 将 这 一 验算 工作 大 
大 简化 ， 例 如 
aiVas= (x1 AUi) V (xs A th) (由 模 律 ) 
= ((X1AuD) VX) 人 2 
= ((X1V xz) Au) Nw 
= 人 志和 人 Us = Cc， 
bs\Ves= (x» Vv,) V (asV vs) (由 结合 律 ) 
= Xx V as (Nvs < x, Hv, os) 
= XV (Xs A (xX1V x,)) 
= (x VXs) N\ (xX1V Xs) = cz。 
由 此 可 知 [M,s 是 由 三 个 元 素 生成 的 自由 模 格 ， 它 有 28 个 元 
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车 .年 

注 由 4 个 元 素 生 成 的 目 由 模 格 是 无 限 格 ， 为 验证 这 一 
上 点， 考虑 由 诸 矢 量 以 x，0，A 和 x)， (0， Ay, A2), (0, 0, 
Xz) 及 (Mt，Mt，%) 生 成 的 3 维 实 向 量 空间 的 对 空 闻 格 (正六 
模 格 ) 的 本格 . 在 射影 平面 上 作 为 扩 考 展 ，” 它们 生成 射影 反 
和 直线 的 一 个 子 格 5， 它 包 含 点 x*，y，2zst( 其 中 任 意 三 所 不 
共 线 ). 当 S$ 包含 任 两 点 时 ， 必 包含 通过 该 两 点 的 直线 ， 包含 
任 两 直线 时 ， 必 包含 它们 的 交点 . 图 9.4.1(b) 表明 S 的 某 些 
点 和 直线 在 “有 限 ”(x，y) -平面 (由 向 量 (x，y，1) 组 成 ) 上 
的 射影 ， 在 几何 上 显然 可 以 得 到 (利用 相继 分 半 的 方法 ) ”的 

一 个 无 限 子 集 ( 因 为 (XV 入 (yV2) 及 (yVt) 人 (2zVo) 在 回 
看 (x，y，0) 的 “无 穷 远 直线 上 ”). z 

下 面 考 虑 在 一 个 模 格 中 ， 由 两 个 有 限 链 生 成 的 子 格 . 设 

工 是 任意 格 ( 有 泛 界 OQ，7T)， 给 定 上 的 两 个 有 限 链 : 
: O=x0<x < < <Xm=1, 

O=y<y<y yn=1. 
仿 9 = Xi 八 yy， vy =XiV yr t=0, 1, **, fl 71=0, 1, 
…，7) ， 显 然 诸 邮 或 中 中 包括 所 有 的 yi: 及 yz 从 而 必 的 并 或 
vy 的 交 中 也 包括 所 有 的 Xi 及 yy. 

引 理 1 的 任意 并 可 以 写成 形式 : 

(Xi A Ys Ve V Xi A Yr)), 
其 中 i(1) >i(2) 半 之 i(7) 并 HI7(D) 过 1 2) 之 之 j (7)， 

证 ” 若 两 个 己 有 相同 上 标 ， 由 于 yj; 是 一 个 链 ， 一 个 27 必 
含 于 另 一 个 ， 因 此 可 被 它 吸收 这样 可 使 所 有 的 上 标 不 间 . 
同 禅 地 也 可 使 所 有 的 下 标 不 同 ， 洛 弛 六 ， 且 7 宇 i， 则 } i 作 
.9 将 骸 收 xz 入 yy 这样 在 尽 可 能 吸收 有 关 项 之 后 ， 利用 
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交换 律 将 上 标 i{8) 排 成 降序 的 同时 ， 下 标 7( 忆 有 目 然 成 为 开 
序 . 钾 . | 
引 理 2 ” 若 在 一 个 模 格 中 ， 对 所 有 的 i 均 有 ai 之 air1l 及 01 筷 
.00=1 2，…，7)， 则 
(a Nb1) VV (ar MAb) : 
= QA (bOIVas) A A (b-1 Va) Ab,, 
(D1 Va) A A (DV ar) 
=Db1V (a ABs) VV (qs-1 A\ bs,) Va,. 
证 ”对 7 使 用 归纳 法 . 由 对 偶 性 只 需 假 定 第 二 式 在 少 于 r 
项 时 成 立 ， 可 推出 第 一 式 成 立 ， 反 复 使 用 模 律 可 得 
(aAbDVeeV(larAbr) | / 
一 ai 八 (bi1V (as A b,) V (as 人 ps) V 
eV (gr-1A br-i) Var) A Or. 
利用 对 第 二 式 的 归纳 假设 可 推出 
(D1V a2) A (biV as) A A (br-1Var) 
= bi1V (as Abs) V (as Nbs) VV (ar-1 Abr_1) Var， 
代 人 上 式 右 端 即 得 第 一 式 .、 量 | 
引 理 5 设 世 是 模 格 ， 引 理工 中 诸 邮 的 并 是 一 个 子 格 . 
证 显然 zx; 的 并 的 任何 并 仍 是 吉之 并 ，w 的 并 之 交 是 
2; 的 交 ， 从 面 也 是 地 之 并 ( 引 理 1， 引 理 2). 因此 引 理 8 得 
证 . 时 
现在 注意 ， 令 Xi 天 示 算 形 0 委 X 委 zt， 0 三 y 志 nn 中 满足 x 
i 的 后 (Xx，》y) 的 集合 ，ys 表示 上 述 和 矩形 中 满足 y 委 7 的 点 
(x，2y) 的 集合 ， 上 表示 算 形 (作为 点 集 ) 的 窜 集 格 ， 则 引 理 1 
中 所 述 的 刀 之 并 恰 是 该 矩形 中 的 锯齿 形 子 集 ， 例 如 图 9.4. 1 
《c) 中 表示 了 
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(xs 八 y5) V (we 人 yy V(X/ Ny) VCxe 人 7) . 
由 引 理 38， 这 些 子 集 构成 一 个 集 格 ( 即 过 的 子 格 )。 因 此 它 表 : 
示 同 构 于 由 两 个 链 生 成 的 自由 模 格 ， 轩 然 这 个 烙 是 有 限 分 权 
格 。 这 就 证 明了 


定理 2 由 两 个 有 限 链 生 成 的 自由 模 格 是 一 个 有 限 分 配 。 


格 。 量 


练 习 


1. 将 Mss( 图 9.4.1(a) ) 表示 成 22AMfe 的 子 格 (其 中 he 是 五 
元 模 格 ) 。 由 此 证 明 Ms 是 模 格 . 
2. 正 明 M:: 的 宽 为 3， 

3. 证 明 由 o>b 和 cd 生成 的 目 由 模 格 
有 18 个 元 素 。 

4. 证 明 ， 当 m=1，n=3， 并 且 0， 
1 不 深入 ， 则 定理 2 的 格 的 示 图 可 以 用 图 
9.4.2 表 示 ， 


图 9.4.2 
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第 十 章 “” 格 对 其 它 
数学 分 支 的 疹 透 
本 章 简 单 介绍 格 对 其 它 数学 分 支 的 涂 透 和 应 用 .首先 讨 
论 在 泛 沪 分 析 吧 应 用 其 广 的 格 群 和 格 环 ($10.1)，i 测 后 进 一 
步 探 讨 完全 分 配 客 ( 称 之 为 分 子 格 ) 的 人 性质 及 下 格 (3 10.2)， 
它们 在 Fuzzy 数 学 中 有 着 重要 作用 ， 最 后 简单 介绍 王国 俊 先 


生 的 拓扑 分 子 格 理论 (§ 10. 3) 和 作者 在 格 与 测度 方面 的 初步 
工作 (》10.4) . 


$ 10.1 . 格 群 与 格 环 


(G，+， 芭 ) 称 为 半 序 群 (或 偏 序 群 )， 如 果 (G，+ ) 是 
一 个 群 2，(G， 到 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 并 且 群 运算 与 序 具 有 谐 
和 和 性， 站 

(I) Ye, 8b, cEG, 当 ab 时 有 

a+tc<l+c, c+a<c+b. 

可 以 证 明 ， 条 件 (I) 与 条 件 

(I ) 当 c 委 Dj， VY 2 yEG 有 :， xX+aty 人 ext+b+t+y 

等 价 的 . : 

济 一 步 地 ， 若 (G， <<) 是 全 序 集 ( 烙 ) 且 ( 工 ) 式 成 立 则 
称 (CG，+， SS) 为 全 序 群 ( 格 群 ) 


@ 这 里 群 运算 用 加 法 表示 ， 但 未 必 渡 尼 交 换 律 。 
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对 于 格 群 ， 群 运算 与 序 的 谐 和 性 可 以 等 价 地 换 为 群 运算 - 
与 格 中 的 V 和 人 运算 谐 和 ， 即 
(HI) Ya,，6b,，cEG， 有 z 
(a\Vb) +c= (a+c) VLG+oe), 
(aA\b) tc= (at+c) 人 入 (b+o), 
c+ (aVb) = (c+a) Vlc+b), 
c+ (aA\b) = (c+a) 八 (c+ 6). 
证 明 留 给 读者 ， 
例 1 有 理 数 加 群 (Q，+)， 同 时 考虑 其 大 小 顺序 <”, 
则 (Q，+，<) 是 全 序 群 ， 并 且 还 是 格 群 .对 于 整数 加 群 Z 
也 有 同样 的 结论 ， 
例 2 令 G 表 示 La，06J] 上 的 全 体 实 沙 数 ， 且 Vj,，gE€G， 
定义 
(f+9 (%) =f(x) + g(x), (xELa, 的) 
{ge> VxE[La, 0 f(x) g(x), 
则 (C，+， 到 ) 是 格 群 ， 但 它 不 是 全 序 群 ， 
记 0 为 群 中 的 恒 等 元 ，-x 为 x 的 逆 元 。 下 列 事实 显 
然 
设 G 是 半 序 群 ， 如 果 %i YE G,， xiy(i=1,， 2, 
0) , 则 Ni 志 y5 又 若 x，yEG， 则 x 寺 y<>x-y<0 
<=> - yx. ~ 
定理 1 如 果 半 序 群 G 是 交 半 格 ， 则 G 是 格 群 ， 且 
aVb= -((-a) 八 (-0)). 
证 因为 (-o 人 (- 刀 ) 委 -aa，(-a 人 (-0) 委 -0， 故 
ca 和 -~ ((-0) 八 (-D))，p 和 --((--a) 人 (0))。 
又 若 0 和 X，0 和 2 则 -x 和 -0， 一 x 和 -0D。 从 而 
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-%S(-a) 人 (-b)， 即 -((-c) 人 (-D))<xo 
故 有 cacW2= -((-a) 人 (-2))。 国 
同 理 可 以 证 明 / 
定理 2 ”如 果 半 序 群 是 并 半 格 ， 则 它 是 格 群 ， 且 
aoN\b=-((-oV(-D)). 是 
半 序 群 G 中 的 元 x 称 为 正 元 ( 负 元 )， 如 果 x 之 0(x 志 0) , 正 
:元 集 记 作 P， 负 元 集 记 作 一 了 .显然 有 
P+PEP, PN(-P)= {0}. 
定理 5 ” 设 CG 是 半 序 群 ， 则 YaECGC， 有 
(~a)+Pia=P. : 
证 VxEP= 一 >X> 0 一 > (一 0) +X 志 > 一 0 一 > (一 0) 十 
+om>(-d0) +t+a= 0=>(-a)+x+a€P, 
又 YyEP， 由 于 y=(~a)+(aty+t+(-a)) +a, 而 ac 
y+t( 一 a)EP,， 所 以 yE€(--a)+Pt+a。 阁 有 
z (-a) +P+t+a=P. 
定理 4 设 瑟 是 群 G 的 一 个 子 集 且 满足 
(i) 0 €H, 
(ii)jH+HEHNH, 
(iii) Ya€EH, a+H=H+a. 
定义 Vx,，yEG, *<y€>y-x*€， 则 
(1) (Gs, +, 硅 ) 是 半 序 群 的 充分 必要 条 件 是 
HN(-H)={0)}. 
(2) (C，+， 到 ) 是 全 序 群 的 充分 必要 条 件 是 
HN(-H)={0}, HU(-H)=G. 
证 如 果 (G，+ , 志 ) 是 半 序 群 ， 则 态 恰 是 其 正 元 集 ,所 
以 (1) 和 (2) 的 必要 性 显然 成 立 . 下 证 充分 性 . 
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设 刀 和 《= 万 ) ={0}， 由 (0 E 万 知 ，VxECGCxX 一 X= 
0 《E1， 所 以 x 委 xX， 即 委 具 有 反 身 人 性. 和 
由 (让 ) 太 + 态 和 GH 知 ，YVx，y，2 EEG， 如果 x 夸 y，y 志 
2， 那 么 y -YE 万 2z-y€EH, 从 而 (z-y)+T(y 一 %) = 之 一 从 
和 GZ， 于 是 x 和 2z， 即 委 有 具有 传递 性 ， 
Vx，yEG， 如 果 x 志 y 且 yx， 那么 y-xEH， x-y 
GE 万, 从而-(x-y)=y-xE 一 日 ,但 是 HN (-H)={01}， 
所 多 7 一 X= 0，x=y， 凤 肆 具 有 反对 称 人 性 ， 
综 上 知 (G ， 夺 ) 是 偏 序 集 . 
易 证 Ya EG，at+ 刁 = 及 +a 等 价 于 H=(-a)+H+o. 
从 而 由 (iii) 可 知 ， 若 Xx 硅 y， Va,，bEG， 有 
(a+y+6)- (at+x +0) 
=a+y+b-b-x—a 
=at+(y—-x)—-aEHf 
即 a+x+ba+y+b， 所 以 (G，+， 夺 ) 是 半 序 群 . 
若 还 有 互 U (~- 态 ) =G， 则 Yx，yEG， 由 于 Xx 一 ye 
G， 所 以 x -yE 万 或 者 x -yE ~ 日 ， 即 y 委 x 或 XY 魏 y% 于 是 
(G，+， 扫 ) 是 全 序 群 ， 重 
例 3 在 加 群 QxQ 里 ， 取 定 c，p，c，dEQ，ad 一 bc 声 
0， 令 
H={(x, »y) |ax+py 产 0，cx+dy 之 0 }, 
则 瑟 适 合 定 理 4 中 的 (2)、(ii) 和 (iii) 且 HN(-H)={(0,0)}， 
但 五 U (- 互 ) =QxQ 不 成 立 ， 
半 序 群 G 称 为 有 向 群 ， 如 果 G 具 有 Moore- Smith 桦 
顶 ， 
Ya,，bEG，3cEG， 使 a 所 c，b 志 ce. i 


e 276 * 


例 4 在 正 有 理 数 乘法 和 群 里 ， 取 自然数 党 为 正 元 集 ,， 吕 得 
到 一 个 有 向 群 ， 而 在 正 实数 乘法 群 中 ， 如 取 正 元 集 同 上 ， 几 
它 不 是 有 向 群 ， 但 是 半 序 群 . 

定理 5 ” 半 序 群 C 是 有 向 群 的 充分 必要 条 件 是 G 的 每 个 元 
都 是 两 正 元 之 差 ， 

证 设 G 是 有 向 群 ， 则 任 给 xEG， 必 有 cEG 使 得 x<cy 
0 三 c， 于 是 x=c 一 (x+c), 上 且 

—x+c= -XX 二 +(c-X)+X 宇 一 xX++0 +t+x=0. 

及 之 ，Va, pEG， 设 c=a -ca b= bi -bs (a1, az， 
6b1，62 均 是 正 元 )， 取 c=ar+b， 则 cEGE8a<c, b<c, 是 

定理 6 如果 G 是 有 向 群 ， 则 它 还 是 下 有 向 的 ， 即 Ya， 
bEG. jcEG 使 ca，c 志 bb、 

证 明 留 给 读 考 . 上 z 

设 {Ge} 是 一 族 半 序 群 ,在 群 积 G = [LG 中 如 下 定义 二 元 
关系 委 : (Xa) 委 (yo) 当 且 仅 当 对 任 一 c，xa 和 ye。 这 样 G 也 
成 为 半 序 群 ， 称 为 半 序 群 G。 的 积 . 

半 序 群 的 同 态 定义 为 满足 以 下 人 条件 的 两 半 序 群 G 和 Ga 
间 的 上 映射/，G1 一 > Gz: 

(DVx, yEG1, f(x+y)=f(x) +f(y); 

(2) VY x, yEGI, XEy——>f(x) f(y). 

兴 似 地 ， 可 以 定义 两 半 序 群 的 反 同 态 、 同 构 、 反 同 构 以 及 
两 格 群 的 同 态 、 反 同 态 ,、 同 构 、 反 同 构 . 

易 见 对 任意 半 序 群 G， 映 射 f/，at> -a 是 G 到 自身 的 一 
个 反 同 构 ， 称 作 G 的 反 自 同 构 。 由 此 知 ， 若 某 元 以 a= f(a 
G3，*…，as)(f 是 格 多 项 式 ) 表 示 ， 则 它 的 逆 元 就 是 在 该 格 多 
项 式 中 ， 将 as 以 一 a: 换 之 ， 且 VY 和 和 八 互 换 所 得 的 元 ， 
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”定理 7 ”在 半 序 群 里 ， 下 列 关 系 式 成 立 ， 
(1)sup{y +xa} = y tsup{x.}; 
(2) inf ( 一 Xe) = -sup{xoji 
(3) sup {Xa typ} sup {xa) + sup{yp}. 

其 中 等 式 (1) 和 (2) 的 意思 是 一 边 存 在 则 另 一 边 也 存在 ,并 
且 相 等 ， (3) 的 意思 是 右边 存在 ， 则 左边 存在 ， 并 且 相 
等 . 

证 (1) 由 xPy+x% 是 同 构 可 推出 ， 

(2) 由 x 一 x 是 反 同 构 可 推出 ， 
: (3) 寿 有 2 之 xe +ys(a，B 任 意 )， 则 

/ / z>Sup{xXel + yp， 

因而 >>sup{x。)} + sup{ yp). 反之 ， sup {Xo} + supAyp} 是 
Xo + ys 的 上 界 ， 于 是 (3) 式 成 立 ， 下 

格 群 G 的 子 群 及 称 为 正规 子 群 了 3， 如 果 它 满足 下 述 条 
件 ， 加 

hi, hs, EH ERANR,<x<h VYVh, 则 xEH . 
Ya€G, 记 | 

Hr+ra={htal hEH}, (G/H)r= (7 +a | “6 

引 理 1 (G/ 丑 ) ,按照 下 式 

(H+t+a)V(H +6)= H+ (aVb), 
(H+a)A(H+6)=H+(a 和 6) 

定义 运算 ^ 和 “和 八 ”"， 则 (GY 恕 ): 作 成 格 ， 且 f， a 了 +a 是 
G 到 (C/ 已 ), 的 格 同 态 ， 


可 
| Hip rp pp re rp 


@ 这 里 的 正规 子 群 不 同 于 群 论 中 的 不 变 子 群 。 
978。 


2 


证 ”首先 证 明 上 面 定义 的 运算 与 代表 元 的 选取 无 关 、 喜 
实 上 ，Va，pDEGC， 当 记 ， 久 GE 五 时 ， 有 
(hiA ha) + (eVBb) Eh +a)V(h, +b); ; 
<(hVh) +(aVo), 
hiAh<((h +o) Vhs +b)) ~ (aVb) <h,Vh,, 
所 以 (hit+a)V(h,+b))- (aVb) EN, 
(hl +a)V(h,+6) EH+ (aVb), 
由 此 易 知 ,，“\V” 运 算 与 代表 元 的 选取 无 关 . 同 理 可 证 *“ 八 ” 运 
算 与 代表 元 的 选取 也 无 关 ， 从 币 可 以 验证 (G/ 恒 ): 是 格 ， 至 
于 f 是 G 到 (G/ 日 ) :的 格 同 态 显然 。 时 
定理 8 如果 互 是 格 群 G 的 正规 不 变 子 群 ， 则 (C/ 态 )* 是 
格 群 ， 且 f，amP5 玉 +a 是 G 到 (G/ 态 ); 的 格 群 同 态 . 
证 由 引 理 1，(G/ 刁 ); 作 成 格 。 又 由 吾 是 不 变 了 于 群 知 
(G/ 万 ),. 按 照 
(H+a) + (H+D)=H+(a+6) 
定义 的 运算 构成 群 ， 因 为 
((H+a)V(H+6b)) + (H+o) 
= (H+(aVb))+ (Ht+co) 
=H+((a+b)+c) 
=H+((atc)V(b+e)) 
= (H+t+(a+t+c))V(H+ (6 +ce)) 
= ((Hta)+(H+c))V((H+6) + (H+o)), 
同 理 有 
((H+o)A(H+O) +(H+tc) 
=((H+a) + (H+0c)A((H+L) + (H+c)), 
所 以 (G/ 已 ) ,是 格 群 ， /显然 是 格 群 同 态 。 时 
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定理 9 如果/ 是 格 群 G, 到 格 群 G, 的 格 群 同 态 ， 则 

(1)f7°(0,.)={x| xEG, f(x)= 0 :} 是 正规 不 变 子 
群 ， 其 中 0 ,是 G; 的 恒 等 元 ; 

(2) 当 了 是 满 射 时 ， 格 群 (G1/f-1(0,)); 与 G; 是 同 构 

证 广 !1(0,) 是 不 变 子 群 由 群 论 中 的 知识 可 知 。 又 对 任 
痊 的 G，bE 广 (0 )， 若 cac 人 5 和 xs 和 cap， 则 

Fa 人 站 委 fx) 委 aaVD)， 
f(AFO) Ef x) Ef a) VII), 
0 2s 八 0,f(x)0,.V0.,, 

即 有 f(x) = 0,， 从 而 x Ef-!1(0,)， 帮 f-!( 0 )) 是 正规 子 群 。 
这 样 (1) 得 证 ， 结 论 (2) 显 然 成 六 .。 量 

下 面 我 们 进一步 研究 格 群 的 性 质 . 

定理 10” 设 C 是 格 群 ， 如 果 C@ 至 少 含有 两 个 元 ， 则 它 没 
有 最 大 元 和 聚 小 元 . 

证 ”用 到 证 法 . 假设 C 中 有 荫 大 元 ， 记 为 g, 那 么 g+g> 
g+0=9 于 是 gs+g9=9， 从 而 9= 0. 

这 样 YecEGC, 由 于 co 和 9= 0， 所以- a 之 0， 从 而 -a= 
0， 即 c=10 =g， 故 有 G={90}， 矛 盾 。 同 理 可 证 G 没有 最 
小 元 . 

定理 11 格 群 是 分 也 人 馈 . : 

证 设 G 是 格 样 ， 欲 证 G 是 分 配属 ， 由 $7.1 中 的 定理 
1， 只 需 证 明 Ya，6，c EG, 若 a Vb6=aVc,，a 人 b= a 人 cs 则 
b=c.， 下 证 这 一 事实 . 

No _++a 是 格 样 G 的 反 自 同 构 ， 所 以 有 

—(bVa)+a= (b-bi+a) 人 人 (6-a+a) =6bAN\a, 
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从 而 有 6= (6Aa)-a+(bVa) 
=(cAa) -a+(cVa)=c, 

设 {a, | 1ET} 为 格 群 G 中 的 一 族 元 ,和 且 假定 sup{a, | tc 了 
存在 ， 这 时 有 较 定理 11 更 强 的 结论 ，YaEG， 有 sup{a 人 a 
1ET} 存 在 ， 且 等 于 a 人 sup{a, |iE7}(A 人 -无 限 分 配 律 )， 易 
证 它 的 对 偶合 题 也 成 立 ， 

在 定理 1 和 2 中 ， 我 们 曾 给 出 了 半 序 群 成 为 格 群 的 条 件 ， 

面 给 出 较 弱 的 条 件 . 
定理 12 半 序 群 G 是 格 群 的 充分 必要 条 件 是 ，Y aE€G， 
G 与 0 在 G 中 有 上 确 界 ， 
证 必要 性 显然 ， 下 证 充分 性 . Ya，bEG， 有 
((a-b)V 0)+b=aVb, 
所 网 G 是 并 半 格 ， 从 而 G 是 格 娃 . 上 ) 

同 理 可 以 证 有 明 ， 

定理 13 ” 半 序 群 CG 是 格 群 的 充分 必要 条 件 是 ，YVeaeEC， 
4 与 0 在 G 中 有 下 确 界 ， 利 

在 半 序 群 中 ， 对 于 任意 元 过 a 和 6b6， 喘 射 xt+>a 一 x*+5 是 反 
目 癌 构 。 因 示 在 任何 格 群 中 有 ， 

a—- (XVy)+b=(a—-x+h)A(a— y+Db). 

在 上 等 式 中 ， 令 x= a，y=b， 我 们 得 到 ， 

a- (oAb)+b=bVa. 
因此 、 在 交换 格 群 G( 即 G 是 交换 群 和 格 群 ) 中 ， 有 下 面 等 
式 ， 
af+p=(cGYVp)+(cA 人 人 (Yoa, bEG). 

设 G 是 格 群 ，a € G， 定 义 | 

=aV0, aa-=aA0， lel=cV(=-a)， 
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c"，0-，|a| 分 别称 为 a 的 正 部 、 负 部 和 绝对 值 . 
定理 14 设 G 是 格 群 ，C €G， 则 
(1)C=aG +C- 
(2)lal>=0, 有 lal= 0 <>a= 03 
(3)a 人 (一 0)+ = 03 
(4)|a| = a* ~ oa-. 
证 ”(1) 在 等 式 a 一 (a 人 5) +65=bVYa 中 令 b= 0， 则 有 
oa-a + 0 =a', Ma=oa’* +a.. 
(2) 由 于 2(lal 人 人 0)=2lal 人 人 lal 入 0， 又 有 
lal=aV (~-a)>aN\(-0)> -lo=2|al> 0,， 
所 以 2(lal 人 人 0)=la 和 人 0 二 lo| 人 0 = 0 二 lal 宇 0. 
车 a= 0， 显然 lol= 0; 又 车 lol= 0， 则 aV (-@) = 
G 信 (-a)， 从 而 a= 一 a。， 于 是 
a=aV (~a) =|al = 0. 
(3) 由 (2) 知 c 和 人 A(-a) 委 0， 于 是 
0=0V(oA( @))=(aV 0)A((-a)V0) 
=a "人 (a). 
(4) 由 于 lal=0VlaV0= (0Va)V((-a)V0) 
=a V(-0) ， 由 (3) 可 得 
a*V(-a)*=a':—- (ot 人 (-a)')+t(-a)*'=a*+(-a)"*. 
所 以 lol=at + (-0) =a'—a .上 
最 后 我 们 给 出 半 序 环 和 格 环 的 定义 . : z 
设 (R，+，，) 是 环 ， 志 是 情 的 一 个 二 元 关系 .如 果 
《及 ，+， 扫 ) 是 半 序 群 ( 格 群 )， 并 且 满 足 ; 
LVw，yE 有 ，Y 二 0，7y 志 0 一 XYy 二 0， 


则 称 (R, .+，。， 牵 ) 为 半 序 环 ( 格 环 )、 有 时 也 简称 是 半 
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冶 环 ( 格 环 )， 。 
同 半 序 群 ( 格 群 ) 一 样 , 平 序 环 ( 格 环 ) 也 有 许多 特殊 的 性 
质 。 有 兴趣 的 读者 可 查阅 [1](Chap。17). 
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1. 证明， 治 CG 是 格 群 ， 则 Va，pb，cEG， 有 
(aVb) +c= (ca+c)V(D+c)， 
c+(avVp)=(c+a)VCc+p)， 
(aAb) +ce= (a+c) 人 (0+c)， 
c+ (oAb) = (c+o0) A (c+6b), 

2. 证 明 格 群 是 有 疝 群 . 

3. 设 G 是 半 序 群 ，a€EG 且 a 之 0，a 夺 0， 则 对 任意 正 整 

数 n，na 宇 0，na 寺 0， 

4. 设 G 是 格 群 ，a，b，cEG， 则 

(DDaAb=0, aN\c=0=>aA (b+c) =0; 

(2)aVb=0, aVc=0=>aV (b+c) = 

5. 设 G 是 格 群 ，a，bEG， 涂 ga 和 6= 0， 则 

a+b=b+t+a. 


6. 证 明定 理 6. 


$ 10.2 分 子 格 FF 补 


本 节 进 一 步 讨 论 完全 分 配 格 以 及 下 格 ， 它 们 在 拓扑 分 子 
格 和 格 测 度 空间 中 起 着 重要 的 作用 ， 
属 志 中 的 非 零 V- 既 约 元 称 为 分 子 ， . 
例 1 设 XX 二 名 ，L=P(X)， 则 VxEX， 单 元 集 {x} 是 
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工 中 的 分 子 ， 且 工 中 也 只 有 这 些 分 子 。 。 
例 2 设 L=E90，1JY(XB)， YAEIL，A 可 以 看 作 是 
一 个 消 数 4，X->[0,1]。， 记 Xx; 为 在 点 xEXX 处 取 值 MEL0,13 
而 在 关中 其 它 点 处 均 取 值 为 疏 的 孙 数 ， 则 工 中 的 分 子 恰 由 这 
些 x, 组 成 . / 
在 以 上 两 个 例子 中 我 们 可 以 看 到 ， 第 一 ， 工 中 任 一 元 都 
可 表示 为 若干 个 分 子 的 并 第 二 ， 若 一 个 分 子 小 于 或 等 于 某 
二 元 之 并 ， 则 必 小 于 或 等 于 其 中 之 一 ， 这 里 第 一 条 表明 在 上 . 
述 两 个 格 里 分 子 是 充分 多 的 ， 多 到 可 以 用 它们 去 表达 任意 一 
个 元 ; 第 二 条 又 表示 这 种 分 子 是 比较 简单 的 ， 或 粗略 地 讲 ， 
是 比较 小 的 (因为 一 个 “大 ”的 元 可 能 包含 于 两 个 较 小 元 的 并 
之 中 而 不 包含 于 其 中 每 一 个 元 ) 。 这 两 条 合 起 来 就 表 明 分 于 
在 工 中 是 起 着 基本 单位 的 作用 .应 注意 分 子 不 一 定 是 最 小 的 
单位 .比如 ， 例 2 的 x; ,就 是 比 x 更 小 的 分 子 . 
哪 一 种 格 中 才 有 充分 多 的 分 子 昵 ? 从 下 面 的 定理 1 可 
知 ， 完 全 分 配 格 就 是 这 种 格 . 所 以 ， 我 们 也 称 完全 分 配 格 为 
分 子 客 . : | 
定理 1 设 上 是 完全 分 配 格 ， 则 上 的 每 个 元 都 可 以 表示 为 
分 子 之 并 ， 且 Ya EI， 有 | 
a= VY {x1x 夺 a，X 是 分 子 }. 
该 定理 的 证 明 读 洪 可 参见 [6] 和 [58] 的 不 同 证 明 方 法 ， 这 
里 从 略 ， 
下 面 我 们 证 及 ， 一 族 分 子 格 的 积 仍 是 分 子 格 ， 这 样 我 们 
可 以 从 不 同 的 完全 分 配 格 的 简单 实例 通过 积 运 算 来 构造 出 一 
些 新 的 完全 分 配 格 。 
定理 2 ” 设 { 乙 js 是 一 族 完全 分 配 格 ， 这 里 了 是 非 空 推 
& LE 


称 集 ， 则 它们 的 笛 卡 尔 积 志 = 工 乙 仍 是 完全 分 配 格 ， (人 中 


的 序 关 系 定义 为 ， (od<{b) <> vieT, a,<b,) 
: 证 寺中 的 元 的 一 般 形式 是 a = {las} uers 这 里 a, 是 a 的 第 
4 个 坐标 .因为 Yi ET，L, 是 完全 分 配 格 ， 所 以 有 


人 (Y， (Gass) = VitAcero)， |fE IL7}, 


VA (oo )= 人 iV (gi4 00) | FE IT 


而 过 中 才干 个 元 求 上 (下 确 界 的 运算 是 通过 它们 的 各 坐标 求 
上 (下 ) 确 界 来 完成 的 ， 于 是 上 面 两 式 实际 上 说 明 


CCYs)-(VIAseeverzh) 


te 


WA ON 


了 ef 


政工 为 完全 分 配 格 . 

下 面 林 论 一 种 特殊 的 分 子 格 一 一 F 格 . 

设 世 是 完备 格 ，: ， 工 一 一 工 是 了 到 自身 的 有 映射 ， 如 果 

(1) ,是 对 合 对 应 ， 凤 Ya€L，(@’)’”=4@; 

(2) ,是 逆序 对 应 ， 旭 Ya，6bEL，a 志 5 时 及 志 @’， 
刚 称 ”为 工 上 的 道 序 对 合 对 应 ， 或 简称 为 道 合 对 应 ， 我 们 称 
具有 逆 合 对 应 “，” 的 分 子 格 为 F 格 . F 客 在 Fuzzy 数学 的 研 
究 中 有 着 重要 作用 ， | 

定理 5 ”一族 F 格 的 笛 卡 尔 积 仍 为 F 格 ， 

证 设 {L,} 是 一 族 F 格 ， 由 上 面 的 定理 2 知 它们 的 笛 卡 尔 
积 上 = 开工, 是 完全 分 配 格 , 即 分 子 格 ， 又 对 二 中 的 任 一 元 ec= 
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4A} 4,r， 定义 a” = {c'}y( 这 里 VE7， :是 F 格 上 中 与 元 om 
按 逆 合 关系 相对 应 的 元 )， 显然 它 是 了 上 的 逆 合 对 应 ， 所 以 志 
是 F 格 。 上 
例 35 单位 区 间 是 下 格 ， 这 里 VY s EL0, 11, a” =1-a. 
例 4 左 图 表示 的 格 是 分 子 客 ， 我 们 令 
0 与 1 对 \Y.» d 与 e 对 应 ， 4 与 6 对 应 ， 则 它 是 
格 . 
最 后 ， 我 们 研究 广义 序 同 态 (GOH)， 
它 在 拓扑 分 子 格 理论 中 充当 了 点 集 拓扑 学 中 
.0 “两 个 空间 之 间 的 一 般 映射 的 作用 . 
图 1021 设 上 1 与 ;是 分 子 格 ，f Li 一 > 上 ;是 上映 
” 射 ， 如 果 有 : 
(1) 7(O) 一 CO; 
(2) J 是 保 并 映射 ， 即 Y {a 1iE7}SL， 有 
(Vo) = = ,VJ Ca); 
(3) 1 是 保 并 映射 ; 这 里 Y6EL,， 
1 (6) = V{ala€EL, flab), 
则 称 f 为 广义 序 辣 态 ( 简 记 为 GOH). 
例 4 没 Li = P(X)， ;=P(Y)，f; 和 > 了 是 一 映射 > 
则 /导出 如 下 一 个 映射 F，P(OX) 一 已 (六 )， 
F(A)= {f(x)lxEA} (AEP(X)). 
容易 验证 ， 环 是 GOH 
定理 4 设 /f. “是 GOH, ni 
(1)f 与 广 保 序 ， 
(2) Va€L', f°1(f (a))>a) 
(3) YEEL,, f(f71(06))<06; 
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(4) 设 acE7，5E7， 风 ，J) 生 be>a< 和 广 !(b)) 
(5)fla) = 人 A{6blbEL,, fi(O)>a} (a€EL); 
(6)f ， 了 :一 :是 保 交 了 观 射 ， 
证 (1) 由 /和 六 :是 保 并 的 即 知 六 和 六 :是 保 订 的 . 
(2) 由 广 ! 的 定义 及 co) 委 太 co) 得 ，a 委 三 La) ) . 
(3} 由 f 保 并 及 f"!1(5) 的 定义 得 ， 
fF-100)) =f(V {x | fx) <6)) 
= V{f(x) | f(x)<6} Lo. 
(4) 设 f(a) 志 56， 则 由 fm1(6) 的 定义 得 ，a 志 17'(6). 
反 过 来 ， 设 a 委 f°: (5)， 则 由 f 保 序 以 及 (3) 得 ， 
os 和 FDC)<D 
(5) Ya EL,， 由 (4) 得 
f= 人 {bi f(a) <b,bEL,} 
= 人 {bf-1(b) >a,b EL,). 
(6) YaELi 及 {6111EI}L,， 由 (得 
ao 和 三 (Ab > fo) < Hb 
<—> YiEJ, f(a) <b, 
< >VIE7， a<f-1(,) 
<>a<Afb,), 
因为 是 任意 的 ， 特 别 可 以 取 o 为 A 广 !(80 和 广 !(A 50 ,所 以 
由 此 可 得 ， : 
f(Ab) = Af' 6), 
即 f"! 是 保 交 的 . JB 和 
定理 5 设 /，L 一 > 上; 是 OH,， aE€ 上 是 V- 婚约 元 ， 
则 三 c) 是 二 :中 的 V- 既 约 元 . 
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证 设 ao€L1，a 是 V- 既 : 元 ， 且 f(a) 志 bYVc， 则 
a<f i(bVe) = f°1(6) Vf (oc). 
秋 为 是 V~ 既 约 元 ， 又 上 是 分 配 格 ， 所 以 有 ， 
a 夺 f"1(5) 或 a6 委 三 !(Cc)， 
从 而 f(ao) 志 b 或 f(a) <c。 政 1 (a) 是 V- 既 约 元 . 和 
定理 6 设 f， Li 一 二 和 g，L 一 Ls 均 是 GOH, 则 合 
成 映射 g:f，。Li 一 ->Ls 也 是 GOH. 
证 (ge 有 ) (0) =O 及 g。f 保 并 显然 .又 Ylali€El}SLs 
有 
(gsf)™ (Va?) =V{ala€L, (g.f) (0) Va 
= Vtal a€Li,g(f(a)) < Va 
= V{ala€L!, f(a) <g (Va)} 
=f/i(g (Va)) -Var (a,)) 
= Vig (a)) = = M4 《ge 用 “1 (a), 
出 此 知 (g。 户 -: 是 保 并 的 ,从 而 g- f 是 GOH. | 
定理 7 设 广义 序 同 态 f/: Li 一 ->L; 是 双 射 ， 则 
(1)/ 保 交 ， 
(2) 广 是 双 射 且 是 广义 序 同 态 。 
证 明 留 给 读者 . 目 
实际 上， 在 定理 7 中 ， 本 市 定义 的 的 逆 让 与 通常 意义 
下 f 的 逆 上 映射 是 一 致 的 . 
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1. 设 ZL 具有 逆序 对 合 对 应 w?，J4ET， 令 省 = {olce 
A}， 试 证 ，Y xEL，A 是 x 的 极 大 族 当 且 仅 当 4 是 o: 的 极 
小 族 ， 
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2. 举 例 说 明 ， 若 fj， 一 已 是 GOH， 刚 j 未 必 保 交 ， 

3. 设 f， LL 一 上 ,是 OH， 试 证 ， 浴 B8 是 a 在 Li 中 的 极 小 
族 ， 则 f(B) 是 f(a) 在 L, 中 的 极 小 族 . 

4. 设 ，: L>L(L 是 完备 格 ) 是 对 合 鼎 射 ， 则 下 列 三 条 彼 
此 等 价 ， : 
(1) (Vas) = 人 ai 
(2) (人 al = Va 
(3) ， 是 逆序 对 应 . 


$ 10.3 拓扑 分 子 格 


以 Fuzzy 扫 扑 与 点 集 拓 扑 为 背景 ， 近 年 来 逐渐 形成 了 一 
个 以 研究 某 类 格 上 的 有 点 化 拓扑 为 主旨 的 新 理论 ， 本 节 中 篇 
单 介绍 王国 俊 先 生 提出 的 拓扑 分 子 格 理论 . 

下 面 ， 以 L(M) 表 示 分 子 格 L，M 是 L 中 所 有 分 子 组 成 的 
集合 我 们 将 用 大 写字 母 4，B， 了 JP，… 来 表示 分 子 格 L( 人 MM) 
中 的 任意 元 ， 而 用 小 写字 母 c， 罗 ，m，… 表 示 M 中 的 元 ， 并 
称 它们 为 点 ， 运 算 *“V? 和 “人 ?分 别称 为 并 和 交 运 算 ， 若 4< 
B, 则 称 4 含 于 B 或 B 包 含 4. 工 中 的 最 大 元 和 最 小 元 分 别 记 为 1 
和 0， 

设 蕊 (M) 是 分 子 格 ，7S 工 。7 称 为 二 上 的 余 拓扑 ， 如 果 

(1)O, TEns 

(2) A, BEn—>AVBEn 

(3) A, En EZ) 二 之 人 人 AE7. 

这 时 (L(M)，7) 称 为 拓扑 分 子 烙 ， 或 简称 为 TML，7 中 的 
元 称 为 闭 元 ， 
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例 1 (1) 设 (XT) 是 拓 扩 空间 ， 则 P( 久 ) 是 分 子 格 ， 
《已 人)， 了 ) 成 为 一 [ML. 

(2) 设 (F(X), 了 T) 是 Fuzzy 拓扑 空间 (其 定义 见 文献 
“TC9 了 ， 风 F(X) 是 分 子 格 . 令 I = {4’1.4ET}， 则 (F(A), 7) 
是 TML2 

设 (L(MM),n) 是 TMIL，,，aEM，PEnHa 丰 PP， 则 称 P 为 
4 的 运城 ，a 的 一 切 远 域 所 成 之 集 记 为 7 (oa). 

在 例 1(1) 中 ， 显 然 P 是 点 a 的 远 域 当 且 仅 当 P/ 是 a 的 开 邻 

设 (L(M), 小 是 TML，AEIL， 则 中 一 切 包 含 4 的 闭 
元 的 交 叫 做 4 的 六 包 ， 记 作 4-。 

定理 1 设 (L(M)，7) 是 TML， 则 

(1)} YAEL, A<A, 

(2) 人 ”= 人; 

(3) (A") =-4- 

(4) (AVB)"= A VB- 

证 胞 留 给 读 沙 。 量 

设 (L(M),，7n) 是 TML，AEIL，a EM， 称 a 为 .A 的 附 闭 
庶 ， 如 果 YVPEn(a)，A 不 PP， 如 果 a 是 .A 的 附着 点 且 a 丰 4， 
或 ao 县 4 但 对 每 个 满足 条 件 c 和 8 和 过 4 的 点 DE MM 都 有 A 未 bVP， 
则 称 o 是 4 的 聚 点 。.4 的 所 有 聚 点 之 并 叫 4 的 导 元 ， 记 为 4 

YaEM， 因 为 YPEc7y(o 有 OO 过 P， 所 以 0 没有 附和 车 

定理 2 设 (L(M), nn) 是 TML，AEIL,，aE€M， 则 


@ 拓扑 空 间 的 定义 更 革 3.6。 下 文中 的 拓扑 永 语 见 文献 F16]。 
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《1)a 是 4 的 附着 点 寺 >aA 3 
(2) A" = V {a' a 是 4 的 附着 点 })， 
(3) A-= AV AA", : 
(4 (4) <4. 
证 (1) 由 附着 点 及 远 域 的 定义 得 ; 
0 是 4 的 附 善 点 ee>VYPE71()，4 相 De >VPE7T，4 
DT 有 ao 和 PP<e->ac 和 4- 
(2)4=O 时 显然 下 设 4<O. 由 $10.2 定 理 1 得 ， 
A -= V{alaEM, a<A™}. 
又 由 (1) 得 ， 
A"= VY {ala 是 4 的 附 苹 点 }. 
(3) AV A 所 4 显然 .下 证 A- 志 A4V A. 
如 果 a 和 4- 且 a 李 4， 则 由 聚 点 定义 知 o 委 4 ， 从 而 4 到 
4V4.， 帮 有 4 =4V4 
(4) 由 (3) 知 47"=AV.A*"， 从 而 由 定理 1 得 
A*=(A-) = (CAV A ) = A.V (A"),, 
必 有 (4 )" 专 A~. 
定理 3 设 (L(M),n) 是 TML， 则 AEn<> Ya 不 4， 
PEn(a) 使 A 
证 A4 是 闭 元 寺 >A4-=A<> A=AVA'<> 4A:<4 
<>VYa 丰 A，0o 不 是 4 的 附着 点 寺 >Ya 不 A，9jPPEn(o) 使 
A<P. 莉 
设 L( 有 是 分 子 格 ，D 是 有 向 集 ，S: DM 是 映射 ， 则 
叫做 工 中 的 分 子 网 , 记 作 S= {Sn)!nED}， 如果 Yn€D， 
S (mn) 过 4， 则 称 S 为 4 中 的 分 子 网 。 
设 ( 志 (M)， 作 是 TML，S= {S(n) 1nED} 是 分 子 网 ， 
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aEM.o 了 做 5 的 极限 点 (或 S 收 敛 于 c, 记 作 S->a)， 如 果 任意 : 
PE7(o)，S(0) 本 局 最 终 成 立 。c 电 做 5 的 束 点 (或 来 于 a， 
记 作 Scoa)， 若 VPEn(a)，S(n) 未 PP 常常 成 立 。5S 的 一 切 极 、， 
限 点 之 并 记 作 lim$，S 的 一 切 紊 点 之 并 记 作 adS. : 
显然 极限 点 一 定 是 聚 点 ， 但 反之 不 真 ， 
定理 4 (1) 设 S$S={S(n|nED} 与 T={T(n)|nED} 是 
同一 定义 域 上 的 两 个 分 子 网 ， 且 YnED，S(n) 志 TT(n)。 若 
SJ->a(Sc00)， 则 T 了 ->a(T coc) ， 
(2) 若 S—>a(Scoa) 自 6 夺 a， 则 S->b(S000). 
证 明 留 给 读者 . 上 
设 (L(MM)， 四 是 TML，ESn， 如 果 ” 的 每 个 元 都 可 以 表 
示 为 5 中 元 的 交 ， 则 称 5 为 7 的 菇 ，6 导 7， 若 e 中 元 的 有 限 并 之 
集 构成 9 的 基 ， 则 称 6 为 7 的 子 基 . 
容易 证 明 下 面 结 论 ， 
定理 5 设 (L(M)，7) 是 TML，E 和 5 分 别 是 的 基 和 子 - 
S$S 是 分 子 网 ，a EM， 则 
(1)S>a<>Y PEn(a) (15，5S 最 终 不 在 P 中 ， 
(2) Scoa<-=> YPEn(a) N15，S 常 常 不 在 P 中 ， 
证 有 明 留 给 读者 。 和 里 
定理 6 设 (L(M), 四 是 TML，AEL,，aE€M， 则 
(1) 如 果 4 中 有 聚 于 ca 的 分 子 网 ， 则 a 委 4 
(2) 如 果 o 委 .47， 则 4 中 有 收银 于 c 的 分 子 网 . 
证 (1) 设 S$S={S(n)InED}HE Yn€E€D, S§ 0) <A. 由 ; 
Sa 知 ，Y PEn(a)，S(n) 未 忆 常 常 成 立 因此 .A 未 P， 所 
以 c 是 4 的 附着 点 。 又 从 定理 2 得 ，c 委 4-。 
(2) 首先 证 明 7(o) 是 有 向 集 . 事实 上 ，VY P,QE7(o)， 
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-有 PVQE71 又 从 oa 是 分 子 知 gG 本 忆 VQ， 于 是 忆 VQED (9). 

设 ca<4-， 则 VPEsy(c)， 有 点 S(P) 使 S(P) 委 4 并 且 
S (P) 本 已 令 $={S(P)IPEn(a)}， 则 S$S 是 A 中 的 分 子 网 ， 
量 然 有 -=C。 是 

由 定理 6 可 得 ， 

推论 1 设 (ZCM)，7) 是 ITML，cEAM，4EL， 那 么 
0<4 所 > A 中 有 了 收 化 于 a 的 分 于 网 .时 

设 (L1(M,) 7) 和 (Ls(M;) ,ns) 均 是 TML,f， 上 1 一 上 :是 
GOH.、 若 VQE7:， 有 广 !(Q) Enm， 则 称 f 为 连续 广义 序 网 
灾 。 对 于 cEMi， 若 YQEm(f(a))， 有 (f (0)) En1(a)， 
则 称 f 在 点 ao 处 连续 . 

定理 7 设 f (CMD) ,9 一 > (LL.《M,) ,12) 是 GOH,， 
则 以 下 各 条 件 等 价 : 

(1)f 连 续 ， 

(2) VAEL, f(A4°)<(f(A))™, 

(3) VY BEL,, (f°1(B))- </f*1(B"). 

证 (1) 一 > (2)， 因为 f°'((f(4)) ) 是 闭 元 量 

f1((f(A)) 71(f(A)) .4 

所 这 1((f(4))) 宇 人 ,从 而 (ff (04))- 宇 f(A4). 

(2) 一 之 (3) .因为 1((f71(B))) 志 (ff(f71(B)))-<B"， 
所 以 有 (( 广 !(B)) 委 广 !( 有 -)， 

(3) 一 (1)、 设 QEns， 由 (3) 得 ( 广 !(Q)) 委 广 !(Q-) 
= 三 :(Q)， 所 以 广 !(GO) = ( 广 !(Q))- Er7， 目 

定理 8 设 f; (Li,(M)), 71) —> (L,(M,), 72) 是 GOH, 
刘 f 是 连续 的 当 且 仅 当 对 ”; 的 某 子 基 6,， 有 

VQ ES,, f°1(Q) En 


证 明 留 作 练习 。 量 

定理 9 设 f， (Li(Mi), 71)—>(L,(M,), 172) 龙 GOH, 
则 f 是 连续 的 当 且 仅 当 YaEM，j 在 a 处 连续 ， . 

证 必要 性 . 设 /是 连续 广义 序 同 态 ，acEA， 则 对 任意 : 
QEns(f (0))，f 1(Q) En， 显然 a 在 71(Q) = (三 !(Q)) ， 
所 以 广 !(Q) En1(a)， 即 f 在 a 点 连续 . 

充分 性 . 设 YaE€ Mi，f 在 a 点 连续 .YQEn， 不 妨 恋 
广 !(G) 去 六 , 且 o 李 广 !(Q)， 则 AQ) 和 4, 从 而 Q E72 (f(a))。 
于 是 ( 广 !(Q))” Eni1(a)， 即 a 二 六 1(Q) 冀 含 a 丰 ( 广 :(qQ) ) 
也 即 ( 广 !(Q)) 委 广 !Q) 所 以 广 !(C) Em。 这样 就 证 月 了 
连续 .时 z 

定理 10 设 f; (LCM1)，71) 下 (Ls,(Ms)，72) 是 GOH，. 
则 f 在 点 a€ Mi 处 连续 当 且 仅 当 若 在 工 中 的 分 于 网 S 政 六 于 a，， 
则 必 有 工 :中 的 分 子 网 1(S) = {f(Sm))|n€ED } 收 敛 于 f(a). 

证 ” 设 f 在 a 点 处 连续 且 S->a， 令 QE7n2《f(@))， 则 2b 最 
终 不 在 ( 广 !(Q)) 中， 因为 ( 广 !(@)) "En1la)， 那 么 1 (59) 最 
终 不 在 Q 中 ， 改 /9 一 ao) .反之 ， 设 f 不 在 a 处 连续 ， 则 有 
QEn(f(0)) 使 (QO)) ”Emo)， 从 而 a 在 (f (QW)) .这 
时 YPEm(9)，f 1(Q) 示 P,， 因此 有 点 SCP) 志 f'(@) 是 
S (P) 直 PP， 这 样 就 有 分 子 网 $= {S(P);PEn(o)} 小 人 争 于 a， 
但 (5) 不 收 合 于 f (0)， . 

设 f， (LMD) 1) 局 (Ls(M) ,7:) 是 GOH, 称 f 为 闭 
GOH， 如 果 V 了 PEn1，f(P) Emp 称 f 为 开 GOH, 如 果 YB 
EJ 以 及 Y AEWn， 当 1(B) 夸 4 对 ， 存 在 CE 使 B<C 且 
fi(C)<A. : 

容易 证 明 闭 ( 开 ) GOH 的 复合 映射 还 是 闭 ( 开 )GOH. 
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有 j (LM1)， 1) 一 >L(M) 是 GOH 朋 是 满 射 。 
.上 使 1 连续 的 最 细 余 拓扑 ms RU 做 关于 f 的 商 余 拓扑， 这 时 
《LM,)，7n2) 叫做 商 TML，f 员 做 商 GOH. 

定理 11 设 f， (LM,), nD) 一 > 上 (M4,) 是 GOH 且 是 
诺 射 ， 则 LL, 上 的 余 拓扑 h; 是 商 余 拓扑 当 且 仅 当 

(1D) OOE717 一 > 广 !(GO) En 

(2) f° 1(0Q) En >Q En,. 

证 (1) 和 (2) 合 起 来 等 于 说 ,= {QIQEL,, f-! (Q) 
EN}. 而 易 证 7 是 L; (M;) 上 的 余 拓 扑 ， 并 且 是 使 /连续 的 最 
细 的 余 拓扑 .里 

拓扑 分 子 格 的 理论 框架 中 ， 闭 元 是 核心 概念 ， 未 提 及 开 
元 ， 碳 在 前 面 纯粹 用 闷 元 定义 了 开 GOH 概 念 . 若 Li= P(X)， 
上 ;= 了 (XY)， 则 开 GOH 确 实 把 开元 喘 成 开元 ， 而 从 下 面 的 定 
理 12 可 以 看 出 ， 开 GOH 在 讨论 商 GOH 概 念 时 的 表现 确 实 与 
一 般 拓 扑 学 中 的 开 映 射 相 当 . 

定理 12 设 f; (CC ,n1) -> (L, (M,), 7 ) 是 江 GOH 

(1) 大 /连续 且 是 闭 的 GOH， 则 f 是 商 GOH;， 

(2) 在 /连续 且 是 开 的 GOH， 则 /是 商 GOH 

证 (1) 因为 /连续 ， VCGQE7:， f '(Q) E7i， 及 之 ， 污 
GO)E7， 则 由 j 是 闭 的 满 射 ，Q = FIQ) ) Ey. 

(2) 亏 需 证 明 震 广 :(Q) E7， 则 QE7. 事实 上， 因为 
j 是 开 的 ， 广 !(Q) 是 闭 元 且 广 !(Q) 入 4 = 了 -1(Q)， 收 有 闭 元 
B 使 QB 并 且 f71(B) 委 4= 广 :(Q)， 于 是 从 Q 三 Q" 三 B 得 
A QO)EFIADB) EAN 故 : Q-=f (ff71 0)) < 
(ff (0))=Q, 所 以 QEn,. 昨 z 
关于 拓扑 分 子 格 的 理论 (如 可 数 性 .可 分 性 ,连通 性 ,收敛 
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类 及 拟 一 致 结构 等 ) 有 着 丰富 的 内 容 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 ; 
文献 L5]，[6]. 


练 习 


l. 设 (L(M)， 是 TML，a€ MM 证明 

(DD 大 P,QEn(o)， 则 PYVQEn(0)， 
(2) 大 PEn(la)，Q En 有 QP， 则 Q En (a). 

2. 证 明定 理 8 (利用 上 万 的 保 并 和 保 交 性 ) 

3. 证 明 闭 ( 开 ) GOH 的 复合 映射 仍 是 闭 ( 开 ) GOH. 


$ 10.4 格 测度 空间 


无 论 是 次 典 的 测度 ， 还 是 近年 来 在 Fuzzy 数学 中 出 现 的 ' 
Fuzzy 测 度 ， 其 可 测 空 间 实 质 上 都 是 F 格 的 一 个 子 集 ， 自然 
地 可 以 考虑 格 上 的 测度 空间 ， 

本 节 便 设 过 是 下 格 。 称 忆 中 的 元 c 和 2 是 不 相 交 的 ， 如 果 . 
aN\b=O. itL*={a|a€L, a/N\a’ =O)}. 

首先 来 探讨 一 下 F 格 的 非 空 子 集 关 于 运算 VY、 八 、， 
所 构成 的 几 种 封闭 结构 . 

称 工 的 一 个 非 空子 集 4 为 L 上 的 格 代数 ， 如 果 (1)OE4 
(2)a€ A—>a €A;(3)a, bE A=—>a'\VLEA. 

容易 证 明 ， 若 .4 为 格 代 数 ， 则 

(i)I€E A， 且 可 以 等 价 地 代 换 定义 中 的 条 件 (1). 

(ii)a，L5E A 一 a 八 bE A4， 上 且 可 以 等 价 地 代 换 定 义 中 : 
的 条 件 (3). 

称 上 的 非 空子 集 4 为 L 上 的 o- 格 代数 ， 如 有 果 (1)O EAs 
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2)aE A—>a €A; (3)a.E Aln= 1 52 ,°°) 一 > V cc14. 


得 业 1 


显然 ， 若 A 是 o -- 格 代数 ， 则 它 也 是 格 代数 ， 但 反之 不 
丑 . 定义 中 的 条 伞 (3) 可 以 等 价 地 换 为 4 对 可 列 交 封闭 . 

例 1 设 X 关 2，P(X) 按 集合 论 中 的 并 、 交 ， 补 运算 
.成 为 F 格 ， 并 且 和 集合 论 中 的 o- 代 数 就 是 这 里 定义 的 oc- 格 代 

定理 ] 设 4SL-， 则 A 为 o~ 格 代数 当 且 仅 当 4 为 格 代 
数 且 对 不 交 可 列 并 封闭 . 

证 明 留 给 谈 者 ， 量 

如 果 4 是 了 上 的 o- 格 代数 ， 则 称 二 元 组 (Z，-4) 为 格 可 
测 空 间 . 设 (L，A) 是 格 可 测 空间 ，4k: .4 一 >[0，+ co] 是 一 
z 个 映射 ， 称 4 是 略 测度 ， 如 果 : 

(1)ACO) 三 0 

(2)p 是 单调 的 ， 即 VY oa,，5bE€ 4. < 有 4L(a) 二 /0(D) 3 

(3)k 是 格 可 加 的 ， 即 Ya,，bEA， 

u(aVb) tu(a/\b) =nu(a) + (6); 

(4)4 是 下 连续 的 ， 即 YanE A，an 所 anti (n=1，2, 

04) 有 limyplan) = 4(\ am) ， 


此 时 ， 称 三 元 组 (L，.4， 介 为 格 测度 空间 ， 若 还 有 4EZL， 
则 称 ( 上 ，-4， 中 为 正常 格 测度 空间 ， 

例 2 设 L 是 具有 有 限 长 的 F 格 ， 则 L 满 足 Jordan-~Dede- 
ind 链 条件 。 取 A4=，YaELAL， 定 义 L(a) 等 于 OO 与 a 之 间 
- 极 大 链 的 长 度 ， 则 (人 ，4， 和 是 格 测度 空间 . 

定理 2 设 (L，A，4) 是 格 测度 空间 ， 则 

(1)4 是 可 列 可 加 的 ， 即 Yan€4(n=1,，2,…)，at/\as 
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ee Pil i i : 


= (i 关 7) ， 有 4(\ cs) = Sh a) 


| | 


(2)w 是 半 可 列 可 加 的 ， WVa,.€ A(n=1, 2，…)， 
kV od < Bn 


证 仅 证 (1)，(2) 同 理 可 证 , 
由 4 是 格 可 加 的 易 知 4 是 有 限 可 加 的 设 a,. EA(n= 1， 
2， see) 5 a 人 Na; =O( 关 7)， 今 D， 一 V a(n=1, 2, "00 ) 9 


则 bs < bo "aY g, = Ve b, 


ub,) 二 FyL a) (名 一 二 9 pd 9 eee ) 
| 


于 是 从 /的 下 连续 性 得 
L(V a,) =p(\ b) = limp(b,) 


需 王 ] ml 


二 lim SA pCa) = Si (an) 3 

由 定理 2 知 可 , 格 测 度 空间 是 经 典 的 测度 空间 的 自然 推广 

定理 5 设 (L，A， 儿 是 格 测度 空间 ,4(as) = 0 (n=1， 
2，***)， 则 A( NM cn) = 0. z 

证 明 留 作 练习 、 量 

设 ( 世 ，4， 风 是 格 测度 空间 ，?*EZ， 称 "为 可 覆 元 ， 姐 
果 存 在 a€ A 使 4(a) = 0 且 s 委 ca。 记 乙 中 全 体 可 赂 元 所 成 的 集 : 
合 为 NW， 如 果 六 ES4， 则 称 / 为 完备 格 测度 。]| 
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一 般 地 ， 格 测度 不 一 定 是 完备 的 ， 这 由 经 典 的 测度 理论 
可 使 知道 。 但 当 入 Lt 时， 可 以 对 格 测度 空间 进行 扩张 ， 使 
扩张 后 的 测度 是 完备 的 。 下 面 的 定理 4 给 出 了 扩张 和 完备 化 
的 具体 方法 ， / : 

定理 4 设 (L，A,，4) 是 格 测 度 空间 且 NSL+， 令 

A={aVnla€E A, n€EN}), 
对 于 A 中 的 每 一 元 X=aVn(a€E .A，nEN), 定 义 有 (x) = 4(0)， 
则 

(1) A A; 

(2) (L，A， 帮 ) 是 格 测度 空间 ， 

(3) 了 是 完备 格 测 度 ,， 且 Ya€A, (a) =4(0). 

证 (JJ 显然 DODEN， 从 而 4SEA. 

(2) 首 先 证 4 是 o~ 格 代数 . 

设 Xs EE A(n=1，2，*…)， 则 存在 a。，6b，» EA, ms EN(n 
三 1， 2, “ee ) 使 

xs = OreV111a meabs, Lbs) = 0 (=1，2，…)， 出 

V x= V (osVms)=(VWa)V(CVm)， 


明王 1 央 生 1 朋 王 1 沉 王 


Vm,< Vb,, 


吉 呈 1 井下 上 


及 Vf as，\V br€4，4(\/ bs) = 0 得 :\/ x EZ. 


角 呈 l1 入 至 | 到 上 介 本 党 
又 对 xE€ A， 不妨 设 xX=aVn,ocE€E4d,， nb,， 44(b) =0。 
由 关系 式 
X =(aVn)’ = (aVn)’ 人 (Vi ) 
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= (daVp) "V(bA (aVn)’) 
及 (eVb)， EA，b 八 (a\Vn) ” EN 得 知 x &€ A. 这 样 就 证 明了 
.4 为 c- 格 代数 .下面 证 明 肥 是 格 测度 . 

显然 到 有 意义 并 且 是 非 负 的 。 设 %% 7yE4， 不 咏 令 YX= 
GVn, y=0Vm, 其 中 4a, 6E€h, st 和 tc， mm 夸 c， CEC4， 
4(c) = 0 、 因 为 

xVc=aVc, yVc=bVo, 
所 以 ， 在 x 委 y， 则 aWc 委 BYVc.。 于 是 
R(X) =u(a) = Wu(aVe) nu(b Vo) =4(0) = BR( yy), 
玖 2 是 单调 的 ， 文 从 
xVy= (aVb) VmVn), 
x/Ay= (a/A\b)V (l(a/\m) VnA (bYVm))) 
RaVb, a/NbE A, mVn,((a 八 m) VY (nn 八 (06Vm))) EN 得 ， 
R(xVy) TITRANY) =u(aVb) + ui(a/\b) 
= J(a) + 4(6) 
= (x) + L(Yy), 
若是 格 可 加 的 . 

仿 上 证 法 同样 可 得 有 是 下 连续 ， 文 样 便 知 有 是 格 测度 

(3) YaE A， 显然 有 2 (a) =A(Ca)， 

股 X 委 GVH， 妈 (aoV1 =4(a) =0， 其 中 ?和 ba，DE4， 
wp) = 0 。 因 为 Y 委 GaVb 且 paVB8) =0， 所 网 ，xEN， 从 
而 x=OVxE€A 且 (x) = 0 。 这 即 证 明了 Z 为 完备 格 测度 。 六 

股 (LO，4，1) 和 (42 属 ) 都 是 格 测度 空间 ， 称 
(Li，Ai，W) 与 (L,，A;:，k2) 是 可 测 同 态 的 ， 如 果 存在 映 
射 f, 41 一 A;， 使 得 

(1) Ya 4, U1(a) = Ls (f (0)); 


a 800+ 


中 rw- 中 三 el i i Et ha er oh rh ta re er 1 
1 - -1 中 ， 


1 


(2) Va€ As, je )=(fo)) 5 
(3) Yaos Ed (n= 1，2，。…)， f(\/as) = V fas). 


如 果 / 还 是 双 射 , 则 称 (LI，A1，p) 与 (Zs，A:， 所 ) 是 可 沿 
同 构 的 。 ， 

易 证 可 测 同 态 具有 自 反 性 和 传递 性 。 对 于 任意 给 定 的 格 
测度 空间 族 ， 这 一 族 中 的 格 测度 空间 之 间 的 可 测 同 构 关 系 是 
一 个 等 价 关 系 ， 

记 朋 为 F 格 上 的 分 子 集 ，YaE€EL, 令 M(o)= {x|xEM,， 
X< 和 0}， 显 然 VM(c) =a, a 人 b=0<>M(W NM(G)= 2, 
Ho<b< >M (oa) GMb). 

设 L 是 分 子 格 ，a EK-{0)， 称 为 oV-~ 既 约 元 , 如果 
a V 4.， 则 存在 m 使 4*<am; 称 a 为 全 V - 既 约 元 ,如果 a 专 


伯 如 和 


V Gss 则 人 存在 mm E7 使 < 委 ao3 称 a 为 紧 元 ， 若 有 子 集 4A 生 L, 使 


c<V A，、 则 存在 有 限 子 集 4。 忆 4， 使 <V 4。 

利用 完全 分 配 性 ， 上 定义 中 的 4 和 ”号 可 以 等 价 地 换 为 
“= 号 . 

显然 ,是 全 V -婚约 元 一 >a 是 ccV- 既 约 元 = 一 > 是 V- 婚 
约 元 ;co 是 全 V- 既 约 元 所 >0 是 紧 元 又 是 V- 既 约 元 . 

引 理 1 设 f;L 一 >P(M) 

a (a) 

则 有 

(1) f 是 单 射 ， 

(2) Vo€EL, ja ) =M .f(a): 

(3)f(\ as) = EAC 


前 加 前 咖 站 
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Cr 


《4) 若 内 中 的 元 均 是 rcV- 既 约 元 , 则 
1 V aos) 一 (jf (ean). 


打 三 1 三 1 


(5) 若 册 中 的 元 均 是 紧 元 ， 则 对 和 任 一 指标 集 二 有 : 
f(\/ an) 一 (Jf Ce;). 


UL 和 a 


证 ”(1) 显 然 成 六 ， 

(2) Va ELi—>YxEM, x<I=aVa >, 二 或 :七 
0 一 ->XEG 丰 ac) 或 YE Ia ;又 若 XEf(o)N f(a) 一 > 《和 0 
且 x 委 ca 一 > Xx 三 a 八 a = 0 一 >x=O. 由 此 得 f(a )=M- 
了 (a) . 

(3) 显然 1 fawJSJCN/oo .又 


并 本 1 失守 1 


Vx€Ef(\/ 0 —>*EM, x<<V o 一 存在; i 使 %< 


幅 世 1 花王 工 


.入 台 1 好 至 


0 一 >X Ef(a) 二 Uf en —>f(\/oa, ) 一 (Uj flan). 故 


Uf (ar) =FCV oan). 

(4) 和 (5) 仿 (3) 可 证 . 和 

引 理 2 ” 著 荆 的 分 子 又 是 原子 和 紧 元 ，j 辣 引 理 1 中 所 定 
义 ， 刚 了 是 双 射 . 

证 f 是 单 射 由 引 理 1 已 知 ， 下 证 /是 满 射 . 

设 A4EP(M)， 令 4=\V A， 显然 几 (q) 宇 A; 又 如 果 XE 
M(a), 则 xEMEx<<VA， 由 x 是 原子 和 紧 元 可 知 xE.4, 故 
AM(a) 对 4， 这样 就 有 及 (0) = A, 即 flo) = 4, 所 以 f 是 潢 射 .用 
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定理 5 设 F 格 工 的 分 子 均 是 oV- 既 约 元 则 上 的 每 
一 个 正常 格 测度 空间 ( 工 ，A， 几 与 PCM) 上 的 一 个 格 测度 空 
间 ， 即 M 上 的 一 个 经 典 的 测度 空间 是 可 测 同 态 的 ， 

证 映射 了 同 引 理工 中 所 定义 的 ， 令 

S={M(a)laEA}, Do))=HA (a€A), 
由 3 引 理 1 易 证 ，(M，S，?») 是 测度 空间 ， 显 然 在 上 映 映 1 下 
(，A，4) 与 (M，S，>) 是 可 测 同 态 的 。 国 

从 5| 理 1 和 定理 5 易 得 ， | 

定理 6 ” 设 F 格 工 的 分 子 既 是 原子 义 是 紧 元 , 则 LK 上 的 每 
一 个 正常 格 测度 空间 与 六 上 的 一 个 测度 空间 是 可 测 同 构 的 .里 

VaEZ， 令 p(a) 表 示 a 的 最 大 极 小 族 ， 又 记 

px*(a) = U{M(x)! x EP(a)}. 

仿 定 理 5 的 证 有 明 可 得 ， : 

定理 7 每 一 个 正常 格 测 度 空 间 与 6* (7) 上 的 一 个 剖 度 
空间 是 可 测 同 态 的 . 明 

对 于 有 限 格 测度 空间 ( 工 ，A，W， 旭 VYV caE4，HA(o) 毛 
+ co， 定 义 

d(x, y)=u(xXVy) -u(x/N\y) (x, yEA). 

由 4 的 单调 性 ， 易 知 d 是 4 x A 一 ->[0，+ 0) 的 映射 . 

引 理 3 设 (L，A，4) 是 有 限 格 测度 空间 ， 则 Vx，>， 
2，aEA， 有 有 

(1)d(x, x)=.0; 

(2)d(x, y) = d(y, *); 

(3)d(aVVx, aVy) td(a/\x, a/N\y) =d(x, »); 

(4)d(x, 2)d(x, y) td(y, 2). 

证 (1 和 (2) 显然 
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《3) d(aVxsaVy) +d(oA 人 xx， 人 人 y) 
= UVXV3) -4(aV (x/\y)) 
+ 4(aA\ (x Vy)) ~ ploAN\ XA yy) 

=J(a) +u(x VYy) — (4(0) + n(x/ y)) 

=L(xX VY) 一 HAOCXA 作 7) 

=Q(x，7?y) . 

(4) 由 (3) 得 

d(x, y) +d(y, 2) 
=ad(xVysy) +d(CyXANAy) +d(yVz2,y) td(y,y 八 2) 
之 d(x Vy V2, yV2) +d(y, x/A\y) 
td(yVz, y)+d(y/A\x, y 作 \2z 八 x) 

=p(x VY Ve) -4(YIAN2AX) 

u(x V2) — u(x/AN\2) 

=d(x, y). 

从 引 理 3 可 得 

定理 8 设 ( 工 ，4， 忆 是 有 限 格 测度 空间 ， 则 (4，d) 是 
伪 度 最 空间 。 量 

称 格 测 度 y 为 正 格 测度 ， 如 果 4 是 严格 单调 的 , 即 当 a 所 6，、 
4 天 5 时 有 44(a) 之 1(5). 

定理 9 设 (L，A，4) 是 有 限 格 测度 空间 且 4 是 正 客 测 
度 ， 则 (A，d) 是 度量 空间 . 

证 ”只 需 证 朋 d(a，4) = 0 a =65、 用 反 证 法 证 之 ,车 : 
a 才 b， 则 a 八 6 关 aVb， 从 而 由 & 是 正 格 测度 得 

d(a, 6)=4(a\Vb) -jp(a/\ 6b)>0, 

闻 盾 ， 故 a=。b. 站 : 

定理 10 设 (L，A，4) 是 有 限 格 测度 空间 , 则 在 伪 度 量 


* S04. 


Th me i es 


空间 (4， 中 中 ， 并 和 交 运 算是 一 致 连续 的 . : : 
证 Ya，5，c，eE.4， 由 关系 式 
d(aVb, c'\Ve) +d(a 和 \b, C 八 e) 
<d(aVvb, cvV6) +d(cVb, cVe) 
td(l(a/A\b, cA\b) +d(cA\b, cA/AN\e) 
<d(a, c)+d(b, e) 
便 知 ， 并 和 交 运 算是 一 致 连续 的 . 旱 

对 于 有 限 格 测度 空间 (上 ，A，k)， 在 4 中 定义 二 元 关系 

< 一 如下: 

a~b<=>d(a, 6b)= 0. 
从 引 理 3 和 定理 10 证 明 中 易 知 关系 “一 对 于 并 和 交 是 4 上 的 
同 余 关系 . 

一 般 地 ， 由 有 限 格 测度 空间 (LL，A， 儿 所 诱导 出 的 (4， 
gd) 并 非 是 度量 空间 ， 但 可 由 (4，d) 来 建立 一 个 度量 空间 ， 
且 基 本 上 保持 原 空间 的 性 质 . 

令 作 表示 -4 对 于 关系 “一 的 商 集 4/ 一 ， 表示 a 的 等 价 
类 ， 定 义 d* 如 下 。 z 

d*(a*, b*)=d(a, b) (a*, b* EA*) 
容易 证 明 d* 是 A* 到 [0，++ 00) 的 映射. 

定理 11 设 (L，A，W/) 是 有 限 格 测度 空间 , 则 (A*,d*) 
是 度量 空间 ， 且 变换 T;ama* 是 A 到 A* 的 等 中 变换， 

证 为 证 (A4*,d”). 是 度量 空间 ,只 需 证 当 a* 才 b* 时 ， 有 
dla*, b*)>0, | 

”车 到 b*， 则 a 与 5 不 具有 关系 ~ 一 ， 邮 dl(a,，65) >0， 从 
而 d*(a*，b*) = d(o，D) >0.， 了 显然 是 等 距 变 换 . 和 
”定理 12 人 妈 有 限 格 市 度 空 间 ( 忆 3， 4，jA) 与 (了 >，42， 
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fa) 在 映射 了 下 是 可 测 司 态 的 ， 则 f 是 (4 0 到 (4 da}: 
的 等 距 变换 。 
证 Yac、2pE4:， 由 /是 可 测 同 态 得 ， 
flaVb) =f (a) Vf), 
flaN\b) = V6)’) = (f(a' Vb’))’ 
= ((f(a))’” Vf (6) ) 
= f(a)AN\f (6), 
于 是 d,(f(a), f (00)) = (ff (a) Vf)) -pf (0) A f(D)). 
= us(f (aVo)) -~ Ls(f (a 和 \b)) 
一 Ki (a VD) 一 HI (CA 八 0) 
= di(a, b) 
故 / 是 等 距 变 换 。 重 


练 习 


1. 证 明定 理 3. 

2. 证 明 艺 -是 o- 格 代数 。 

3. 设 (i，Ais Ap 和 (L 4 HA) 都 是 正 第 格 测度 至 - 
间 。 如果/; 4 :一 4: 是 双 射 ， 且 

(1]) YaE€ Ai,ui(a) = 1,(f (0)); 

(2) YaE€ Aisfla )= (ac)) 3 

(3) Ya, bE A1, flaVo) = f(a) Vio), 
证 有 明 这 两 个 格 测 度 空间 是 可 测 同 构 的 ， 

4 设 (Ll，Ai，H1) 与 (Ls，As，L) 是 可 测 同 态 的 。 
如 果 (4:，dz) 是 度量 空间 ， 证 明 (4:，d) 也 是 度量 空间 . 
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